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《解》 � (C) ; 因 v(x , y) 為 u(x , y) 的調和共軛 , 則

∂v

∂y
=

∂u

∂x
= 2x ⇒ v(x , y) = 2xy + f1(x)

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= 2y ⇒ v(x , y) = 2xy + f2(y)

比較兩式可得

v(x , y) = 2xy + c

13. C 為任意一簡單封閉曲線 , 而 z0 為一在 C 內之點 , 則下列何者正確 ?

(A)

∮
C

dz = 2π i (B)

∮
C

z dz = 2π i (C)

∮
C

(z − z0)dz = 2π i

(D)

∮
C

(z − z0)−1dz = 2π i 《喻超凡, 喻超弘 95地方特考電力、 電子工程》

《解》 � (D) ; 令 f(z) =
1

z − z0
, 故 f(z) 在 C 內具有 z = z0 的一階 pole , 且

Resf(z0) = 1

故 ∮
C

1

z − z0
dz = 2π i Resf(z0) = 2π i

14. 假設 f(x) 為週期性函數 , 週期為 4 , f(x) 定義如下 , 求出傅立葉級數

f(x) =
∞∑

n=1

bn sin
nπx

2
中 bn 項為何 ? f(x) =

⎧⎨
⎩

−1 ; −2 < x < −1

0 ; −1 < x < 1

1 ; 1 < x < 2

(A)
1

nπ
(cos

nπ

2
+ cos nπ) (B)

1

nπ
(cos

nπ

2
− cos nπ)

(C)
2

nπ
(cos

nπ

2
+ cos nπ) (D)

2

nπ
(cos

nπ

2
− cos nπ)

《喻超凡, 喻超弘 95地方特考電力、 電子工程》
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1. 96年公務人員電力、 電子工程三級高考 喻超凡叢書 61

可得

E[XY ] = Cov (X , Y ) + E[X] E[Y ] = 0.8 + 1 × 2 = 2.8

(2)

E[W ] = E[X + 3Y ] = E[X] + 3E[Y ] = 1 + 3 × 2 = 7

(3)

E[W 2] = E[(X + 3Y )2] = E[X2 + 6XY + 9Y 2] = E[X2] + 6E[XY ] + 9E[Y 2] (1)

因

E[X2] = σ2
X + (E[X])2 = 4 + 1 = 5

E[Y 2] = σ2
Y + (E[Y ])2 = 1 + 22 = 5

代回 (1) 式可得

E[W 2] = 5 + 6 × 2.8 + 9 × 5 = 66.8

因此

Var (W ) = E[W 2] − (E[W ])2 = 66.8 − 72 = 17.8

(4)

E[W U ] = E[(X + 3Y )(−X + 2Y )]

= E[−X2 − XY + 6Y 2]

= −E[X2] − E[XY ] + 6E[Y 2]

= −5 − 2.8 + 6 × 5

= 22.2
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1. 96年公務人員電力、 電子工程三級高考 喻超凡叢書 69

16. 有一週期函數 f(x) = ex , 其中 −π < x < π , 且 f(x + 2π) = f(x) , 求其

cn =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx = ?

(A)
sinh π

π
(−1)n 1 + in

1 + n2
(B)

sinh π

π
(−1)n 1 + in

n2
(C)

sinh π

2π
(−1)n 1 + in

1 + n2

(D)
sinh π

2π
(−1)n 1 + in

n2
《喻超凡, 喻超弘 96電力、 電子高考》

《解》 � (A) ;

cn =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx

=
1
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4. 令 X 和 Y 是兩個獨立的隨機變數 , 其機率密度函數 (probability density func-

tion) 分別表示為 fX(x) 和 fY (y) 。 令隨機變數 Z 定義如下 : Z = X + Y

(1) 証明隨機變數 Z 的機率密度函數 fZ(z) 和 fX(x) 與 fY (y) 間具有下面的關

係

fZ(z) = fX(x) ∗ fY (y)

其中 ”*” 意指褶積 (convolution operation) 。 (5分)

(2) 假設 fX(x) 和 fY (y) 的表示如下

fX(x) =
1

a
{u(x) − u(x − a)}

fY (y) =
1

b
{u(y) − u(y − b)}

其中 0 < a < b , 而 u(∗) 代表單位步階函數 (unit-step function) 。 求算隨機

變數 Z 的機率密度函數 fZ(z) , 並繪圖表示之 。 (10分)

《喻超凡, 喻超弘 97電力、 電子、 醫工高考》

《解》 �
(1) 因 X 、 Y 為兩個獨立的隨機變數 , 故隨機變數 X 、 Y 的聯合機率密度函數為

fXY (x , y) = fX(x)fY (y)

因 Z = X + Y , 故隨機變數 X 、 Z 的聯合機率密度函數為

fXZ(x , z − x) = fX(x)fY (z − x)

則

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
fXZ(x , z − x) dx =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x) dx = fX(z) ∗ fY (z)

(2) 因

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x) dx

(a) 0 ≤ z < a

fZ(z) =

∫ z

0

1

a
× 1

b
dx =

1

ab
x
∣∣∣z
0

=
z

ab
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(b) a ≤ z < b

fZ(z) =

∫ z

z−a

1

a
× 1

b
dx =

1

ab
x
∣∣∣z
z−a

=
a

ab
=

1

b

(c) b ≤ z < b + a

fZ(z) =

∫ b

z−a

1

a
× 1

b
dx =

1

ab
x
∣∣∣b
z−a

=
1

ab
(b + a − z)

(d) 其他 fZ(z) = 0

(e) 圖
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14. 令 A 與 B 皆為 3 × 3 的矩陣 (matrix) , 現已知 A 的行列式 (determinant) 值是

2 , B 的行列式值是 5 , 且 Δ = 3AB 。 則 Δ 的行列式值是 :

(A) 30 (B) 90 (C) 180 (D) 270

《喻超凡, 喻超弘 97電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (D) ;

det(Δ) = det(3AB) = 33 × det(A) det(B) = 27 × 2 × 5 = 270

15. 下列敘述何者正確 ?

(A) 如果矩陣 AB = 0 , 則矩陣 A = 0 , 或矩陣 B = 0 , 或 A = B = 0

(B) 如果矩陣 A ∈ R
m×n 的第一列 (row) 與第三列相同 , 則矩陣 AB 的第一列與

第三列也相同 , 其中 B ∈ R
n×p

(C) 如果矩陣 A �= 0 , 矩陣 B �= 0 , 矩陣 C �= 0 , 並且 AC = BC , 則 A = B

(D) 如果矩陣 A , 矩陣 B 皆為對稱矩陣 (symmetric matrix) , 則 AB 也是對稱矩

陣 《喻超凡, 喻超弘 97電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (B) ; 令

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A1

A2

A3
...

Am

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

其中 A1 、 A2 、 · · · 、 Am 為 A 的列向量 , 故

AB =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A1

A2

A3
...

Am

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦B =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

A1B

A2B

A3B
...

AmB

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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代回 ODE 中可得

3

[
c

d

]
e3t =

[
3 3

1 5

]
{
[

a

b

]
+

[
c

d

]
e3t} +

[
8

0

]
+

[
0

4

]
e3t

比較係數可得 {
3a + 3b + 8 = 0

a + 5b = 0
;

{
3c = 3c + 3d

3d = c + 5d + 4

可解得 a = −10

3
、 b =

2

3
、 c = −4 、 d = 0 , 故

Xp =

⎡
⎢⎣ −10

3
2

3

⎤
⎥⎦+

[
−4

0

]
e3t

ODE 的通解為

X = Xh + Xp = c1

[
3

−1

]
e2t + c2

[
1

1

]
e6t +

⎡
⎢⎣ −10

3
2

3

⎤
⎥⎦+

[
−4

0

]
e3t

由

X(0) =

[
x1(0)

x2(0)

]
=

[
2

−7

]
= c1

[
3

−1

]
+ c2

[
1

1

]
+

⎡
⎢⎣ −10

3
2

3

⎤
⎥⎦+

[
−4

0

]

可解得 c1 =
17

4
、 c2 = −41

12
, 故 ODE 的特解為

[
x1(t)

x2(t)

]
=

17

4

[
3

−1

]
e2t − 41

12

[
1

1

]
e6t +

⎡
⎢⎣ −10

3
2

3

⎤
⎥⎦ +

[
−4

0

]
e3t

2. 考慮一條電線四分之一圓的電線 C , 其定義為

C = {x = 2 cos t , y = 2 sin t , 0 ≤ t ≤ π/2}

假設在 C 上的質量密度函數為 ρ(x , y) = xy2 , 試計算其質心的座標 (x , y) 。

(10分) 《喻超凡, 喻超弘 97電子身障特考》
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3. 97年鐵路人員電力工程三級特考

甲、 申論題部分 (50分)

1. 求出下列微分方程式的通解 : y′′ + 2y′ + y = −3e−x + 8xe−x + 1 (其中 y′ =
dy

dx
,

y′′ =
d2y

dx2
) 。 (10分) 《喻超凡, 喻超弘 97鐵路電力特考》

《解》 �
(1) 齊次解 : 令 y = emx 代回 ODE 中可得

m2 + 2m + 1 = 0 ⇒ m = −1 , −1

故

yh(x) = c1e−x + c2xe−x

(2) 特解 :

yp(x) =
1

(D + 1)2
(−3e−x) +

1

(D + 1)2
(8xe−x) +

1

(D + 1)2
1

= (−3)
x2

2
e−x + 8e−x 1

D2
x + 1

= −3

2
x2e−x + 8e−x

∫∫
x dx dx + 1

= −3

2
x2e−x + 8e−x x3

6
+ 1

= −3

2
x2e−x +

4

3
x3e−x + 1

(3) 通解 : y(x) = yh(x) + yp(x)

2. A =

⎡
⎣ 1 −2 8

0 −1 0

0 0 −1

⎤
⎦ , 求 A1000 = ? (5分) 及 A−1000 = ? (5分)

《喻超凡, 喻超弘 97鐵路電力特考》
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=
2

π

∫ 2

0

x
√

1 − (x − 1)2 dx

( 令 x − 1 = sin θ , 故 dx = cos θ dθ 且
x 0 2

u −π

2

π

2

)

=
2

π

∫ π
2

− π
2

(1 + sin θ)
√

1 − sin2 θ cos θ dθ

=
2

π
{
∫ π

2

− π
2

cos2 θ dθ +

∫ π
2

− π
2

sin θ cos2 θ dθ}

= 1

E[X2] =

∫ ∞

−∞
x2ρ(x) dx

=

∫ 2

0

x2 2

π

√
2x − x2 dx

=
2

π

∫ 2

0

x2
√

1 − (x − 1)2 dx

( 令 x − 1 = sin θ , 故 dx = cos θ dθ 且
x 0 2

u −π

2

π

2

)

=
2

π

∫ π
2

− π
2

(1 + sin θ)2
√

1 − sin2 θ cos θ dθ

=
2

π
{
∫ π

2

− π
2

cos2 θ dθ +

∫ π
2

− π
2

2 sin θ cos2 θ dθ +

∫ π
2

− π
2

sin2 θ cos2 θ dθ}

= 1 +
2

π
B(

3

2
,

3

2
) = 1 +

2

π

Γ(
3

2
) Γ(

3

2
)

Γ(3)

= 1 +
2

π

1

2

√
π

1

2

√
π

2
= 1 +

1

4
=

5

4

因此

Var (X) = E[X2] − (E[X])2 =
5

4
− 1 =

1

4

因 U =
∞∑

n=1

106

, 故 U ∼ N(106 × 1 , 106 × 1

4
) , 因此

P (U > 1002000) = P (
U − 106

1

2
× 103

>
1002000 − 106

1

2
× 103

)

= P (Z > 4) = 1 − P (Z ≤ 4) = 1 − Φ(4)
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6. 97年電子技師高等考試 喻超凡叢書 167

3. 解微分方程式 (x − 1)2y′′ + 3(x − 1)y′ + y = x , (x − 1 > 0) 。 (15分)

《喻超凡, 喻超弘 97電子技師》

《解》 � 令 令 (x − 1) = et, 故 t = ln(x − 1), 故

(x − 1)y′ = Dy , (x − 1)2y′′ = D(D − 1)y

其中 D =
d

dt
, 代回 ODE 中可得

D(D − 1)y + 3Dy + y = et + 1

即

(D2 + 2D + 1)y = et + 1

(1) 齊次解 : 令 y = emt 代回 ODE 中可得

m2 + 2m + 1 = 0 ⇒ m = −1 , −1

故

yh = c1e−t + c2te−t = c1
1

x − 1
+ c2

ln(x − 1)

x − 1

(2) 特解 :

yp =
1

(D + 1)2
et +

1

(D + 1)2
1

=
1

4
et + 1 =

1

4
(x − 1) + 1

=
1

4
x +

3

4

(3) 通解 : y(x) = yh(x) + yp(x)

4. 設隨機變數 X 為 Poisson 分布 , 試證 E[X] = a , σ2
X = a 。 (15分)

《喻超凡, 喻超弘 97電子技師》
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1. 98年公務人員電力、 電子、 電信、 醫學工程高
考

甲、 申論題部分 (50分)

1. 試應用留數定理 (Residue Theorem) 計算下列積分

∫ ∞

0

dx

x4 + 1
。 (15分)

《喻超凡, 喻超弘 98電力、 電子、 電信、 醫工高考》

《解》 � 令 f(z) =
1

1 + z4
, 由 z4 + 1 = 0, 可得

z4 = −1 = e(2kπ+π)i ⇒ z = e
(2kπ+π)i

4 (k = 0 , 1 , 2 , 3)

為 f(z) 的 1 階 poles , 只有 z1 = ei π
4 、 z2 = ei 3π

4 在複數平面的上半面 , 且其殘值為

Resf(z1) = lim
z→z1

1

4z3
=

1

4
e− 3

4
πi =

1

4
(−

√
2

2
− i

√
2

2
)

Resf(z2) = lim
z→z2

1

4z3
=

1

4
e− 9

4
πi =

1

4
(

√
2

2
− i

√
2

2
)

故 ∫ ∞

0

dx

1 + x4
=

1

2

∫ ∞

−∞

dx

1 + x4

=
1

2
× 2πi {Resf(z1) + Resf(z2)}

= πi {1

4
(−

√
2

2
− i

√
2

2
) +

1

4
(

√
2

2
− i

√
2

2
)} =

π
√

2

4

2. (1) 請用迥旋積分公式 (convolution formula) 求出 H(s) =
1

s2(s2 + 1)
的反拉普

拉斯轉換式 (inverse Laplace transform) 。 (10分)

(2) 寫出 g(t) = sin(wt + v) 的拉普拉斯轉換式 (Laplace transform) , 其中 w 及 v

都是常數 。 (5分) 《喻超凡, 喻超弘 98電力、 電子、 電信、 醫工高考》
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7. 令矩陣 A =

⎡
⎢⎣ 0 b

2√
5

a 0 0

0 c −d

⎤
⎥⎦ ,設 a , b , c , d皆為正值 ,且 AT A = I ,則 a+b+c+d

等於多少 ?

(A) 1 +
2√
5

(B) 1 +
4√
5

(C) 2 (D) 2 +
1√
5

《喻超凡, 喻超弘 98電力、 電子、 電信、 醫工高考》

《解》 � (B) ; 因 A 為正交矩陣 , 故 a = ±1 , 且⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b2 + (
2√
5

)2 = 1

(−d)2 + (
2√
5

)2 = 1

b(
2√
5

) − cd = 0

bc − d(
2√
5

) = 0

故 b = ± 1√
5
、 d = ± 1√

5
, 當 b =

1√
5
、 d =

1√
5
時 , 則 c =

2√
5

, 因此

a + b + c + d = 1 +
1√
5

+
2√
5

+
1√
5

= 1 +
4√
5

8. 令 u 為 R
n 向量 , 則下列敘述何者錯誤 ?

(A) uuT 為對稱矩陣 (B) uuT 的秩 (rank) 為 1

(C) uuT 恆可對角化 (D) uuT 的特徵值恆大於0

《喻超凡, 喻超弘 98電力、 電子、 電信、 醫工高考》

《解》 � (B) (D) ; 反例為令

u =

[
0

0

]
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則

uuT =

[
0 0

0 0

]

則 rank (uuT ) = 0 , 且 uuT 的特徵值為 0 。

9. 令向量 x = [1 1 − 2]T , 下列何者正確 ?

(A) ||x ||1 =
√

6 , ||x ||∞ = 2 (B) ||x ||1 = 4 , ||x ||∞ =
√

6

(C) ||x ||1 = 4 , ||x ||∞ = 2 (D) ||x ||1 = 2 , ||x ||∞ = 4

《喻超凡, 喻超弘 98電力、 電子、 電信、 醫工高考》

《解》 � (C) ;

||x ||1 = |1| + |1| + | − 2| = 4

||x ||∞ = max{1 , 1 , | − 2|} = 2

10. 試求當線性聯立方程式 :

{
x + y = 3

x + (a2 − 8)y = a
, 具有無窮多組解時 , a = ?

(A) a = −3 (B) a = 3 (C) a =
√

3 (D) a = ±2
√

2

《喻超凡, 喻超弘 98電力、 電子、 電信、 醫工高考》

《解》 � (B) ;
1

1
=

1

a2 − 8
=

3

a
, 故 a = 3

11. 若 f(t) 的拉普拉斯轉換式 (Laplace transform) 為 F (s) =
1

s(s2 + 2s + 2)
, 試求

lim
t→∞ f(t) 。

(A) 0 (B)
1

2
(C) 1 (D) ∞

《喻超凡, 喻超弘 98電力、 電子、 電信、 醫工高考》
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《解》 � (B) ;

lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

sF (s) = lim
s→0

s

s(s2 + 2s + 2)
=

1

2

12. 以下何者為 δ(t − a) ∗ u(t + b) 之拉普拉斯轉換 (Laplace transform) ? 其中 δ(t)

為脈衝函數 (impulse function) , u(t) 為單步階函數 (unit step function)

(A)
ebse−as

s
(B)

e−bseas

s
(C)

ebse−as

s2
(D)

e−bseas

s2

《喻超凡, 喻超弘 98電力、 電子、 電信、 醫工高考》

《解》 � (A) ;

L {δ(t − a) ∗ u(t + b)} = L {δ(t − a)} L {u(t + b)} = e−as ebs

s

13. 已知週期為 1 的函數 f(x) =

{
20 , 0 < x < 0.5

−20 , 0.5 < x < 1
, 欲將

f(x) 展開成 f(x) =
∞∑

n=1

bn sin 2nπx , 試問 bn 為何值 ?

(A)
40

nπ
(cos nπ) (B)

40

nπ
(− cos nπ) (C)

40

nπ
(1 − cos nπ) (D)

40

nπ
(1 + cos nπ)

《喻超凡, 喻超弘 98電力、 電子、 電信、 醫工高考》

《解》 � (C) ; 因 f(x) 為奇函數 , 故

f(x) =
∞∑

n=1

bn sin 2nπx

其中

bn = 4

∫ 1
2

0

20 sin(2nπx) dx =
40(1 − cos nπ)

nπ
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14. 有一函數 F (x) =

{
1 , |x| < a

0 , |x| > a
, 求 F (x) 的傅立葉轉換 (Fourier transform)

f̂(w) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (x)e−iwx dx = ?

(A)
2 sin wa

w
(B)

√
2π

sin wa

w
(C)

√
2

π

sin wa

w
(D)

sin wa

w
《喻超凡, 喻超弘 98電力、 電子、 電信、 醫工高考》

《解》 � (C) ;

F{F (x)} =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (x)e−iwx dx =

1√
2π

∫ a

−a

(cos wx − i sin wx) dx

=
2√
2π

∫ a

0

cos wx dx =

√
2

π

sin wx

w

∣∣∣a
0

=

√
2

π

sin wa

w

15. 微分方程式 x(1 − x)y′′ + {c − (1 + a + b)x}y′ − aby = 0 稱為 hyper-geometric 方

程式 , 其中的 a , b , c 為常數 。 則 x = 0 是此方程式的什麼點 ?

(A) 規則奇點 (regular singular point) (B) 不規則奇點 (irregular singular point)

(C) 正常點 (ordinary point) (D) 可解析點 (analytic point)

《喻超凡, 喻超弘 98電力、 電子、 電信、 醫工高考》

《解》 � (A) ; 原式可改寫成

y′′ +
c − (1 + a + b)x

x(1 − x)
y′ − ab

x(1 − x)
y = 0

令 P (x) =
c − (1 + a + b)x

x(1 − x)
、 Q(x) = − ab

x(1 − x)
, 則 x = 0 為 P (x)的奇點 , 但 x = 0

為 xP (x) 、 x2Q(x) 的常點 , 故 x = 0 為 ODE 的規則奇點 。
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《解》 � (D) ; 性質

3. 微分方程式
d2y

dx2
+ 2

dy

dx
+ y = 4 , 且 y(0) = y′(0) = 0 , 求 y(1) 為何 ?

(A) 4e−1 − 8 (B) 8e−1 − 4 (C) 8e−1 + 4 (D) 4e−1 + 8

《喻超凡, 喻超弘 98鐵路電力工程特考》

《解》 � 無解 ; 對 ODE 兩端取 L–T , 可得

s2Y (s) − sy(0) − y′(0) + 2{sY (s) − y(0)} + Y (s) =
4

s

其中 L {y(x)} = Y (s), 整理可得

Y (s) =
4

s(s2 + 2s + 1)
=

4

s
− 4

(s + 1)2
− 4

s + 1

故

y(x) = L
−1{Y (s)} = 4 − 4x e−x − 4e−x

故

y(1) = 4 − 4e−1 − 4e−1 = 4 − 8e−1

4. 試求反拉氏轉換 (Inverse Laplace Transform) L
−1{ 3s − 2

s2 + 6s + 25
} :

(A) 3 cos 2t − 2 sin 2t (B) 3e−3t cos 2t − 2e−3t sin 2t

(C) 3e−3t cos 4t − 2.75e−3t sin 4t (D) e−3t cos 2t − e−3t sin 2t

《喻超凡, 喻超弘 98鐵路電力工程特考》

《解》 � (C) ;

L
−1{ 3s − 2

s2 + 6s + 25
} = L

−1{ 3s − 2

(s + 3)2 + 42
}

= e−3t
L

−1{3(s − 3) − 2

s2 + 42
}

= e−3t{3 cos 4t − 11

4
sin 4t}
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5. 設一三度空間內之曲線可表示為位置向量
#»

F (t) = cos(t)
#»
i + sin(t)

#»
j +

√
3t

#»

k , 其

中 −π ≤ t ≤ π , 則該曲線長度為何 ?

(A) 2π (B)
4

3
π (C) 2

√
3π (D) 4π

《喻超凡, 喻超弘 98鐵路電力工程特考》

《解》 � (D) ; 曲線 C 的參數式為 ⎧⎨
⎩

x = cos t

y = sin t

z =
√

3 t

故

ds =

√
(
dx

dt
)2 + (

dy

dt
)2 + (

dz

dt
)2 dt =

√
(− sin t)2 + (cos t)2 + (

√
3)2 dt = 2 dt

則 C 的弧長為

S =

∫
C

ds =

∫ π

−π

2 dt = 4π

6. 令 F (s) = L {(t3 − 3t + 2)e−2t}, 則下列何者正確?

(A) F (0) =
5

8
(B) F (−1) = 1 (C) F (1) =

10

27
(D) F (∞) = 1

《喻超凡, 喻超弘 98鐵路電力工程特考》

《解》 � (A) ;

F (s) = L {(t3 − 3t + 2)e−2t} =
3!

(s + 2)4
− 3

(s + 2)2
+

2

s + 2

故

F (0) =
3

8
− 3

4
+

2

2
=

5

8

Administrator
矩形



3. 98年鐵路人員電力工程三級特考 喻超凡叢書 209

7. 下列哪一向量與平面 3x − 5y + 2z = 10 垂直 ?

(A) [1 , −1 , 1] (B) [1 , 1 , 1] (C) [
3

10
, −1

2
,

1

5
] (D) [

10

3
, −2 , 5]

《喻超凡, 喻超弘 98鐵路電力工程特考》

《解》 � (C) ; 平面的法向量為

#»n = 3
#»
i − 5

#»
j + 2

#»

k

8. f(t) 是週期為 2π 的函數, 定義 g(t) 為 g(t) =
f(t) − f(−t)

2
, 將 g(t) 的傅立葉級

數 (Fourier series) 表示成

g(t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

{an cos(nt) + bn sin(nt)}

下列敘述何者正確 ?

(A) an = 0 , n = 1 , 2 , 3 · · · (B) bn = 0 , n = 1 , 2 , 3 · · · (C) a0 �= 0

(D) an + bn = 0 , n = 1 , 2 , 3 · · · 《喻超凡, 喻超弘 98鐵路電力工程特考》

《解》 � (A) ; 因

g(−t) =
f(−t) − f(t)

2
= −f(t) − f(−t)

2
= −g(t)

故 g(t) 為奇函數 , 則

g(t) =
∞∑

n=1

bn sin(nt)
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9. 矩陣 A =

⎡
⎢⎢⎣

2 2 −1 0 1

−1 −1 2 −3 1

1 1 −2 0 −1

0 0 1 1 1

⎤
⎥⎥⎦ 的零空間 (null space) 可以向量形式

αv1 + βv2 表示 , 其中 α 及 β 為常數 , 則下列何者正確 ?

(A) v1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1

1

0

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦, and v2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1

1

0

1

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (B) v1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

−1

0

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦, and v2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

0

1

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(C) v1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

0

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦, and v2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

0

−1

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (D) v1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1

1

0

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦, and v2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1

0

−1

0

1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

《喻超凡, 喻超弘 98鐵路電力工程特考》

《解》 � (D) A =

⎡
⎢⎢⎣

2 2 −1 0 1

−1 −1 2 −3 1

1 1 −2 0 −1

0 0 1 1 1

⎤
⎥⎥⎦ R12

GGGGGGA

⎡
⎢⎢⎣

−1 −1 2 −3 1

2 2 −1 0 1

1 1 −2 0 −1

0 0 1 1 1

⎤
⎥⎥⎦

R
(2)
12 R

(1)
13

GGGGGGGGGGGA

⎡
⎢⎢⎣

−1 −1 2 −3 1

0 0 3 −6 3

0 0 0 −3 0

0 0 1 1 1

⎤
⎥⎥⎦

R
(−1/3)
24

GGGGGGGGGGA

⎡
⎢⎢⎣

−1 −1 2 −3 1

0 0 3 −6 3

0 0 0 −3 0

0 0 0 3 0

⎤
⎥⎥⎦
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其中

a0 =
1

π

∫ π

0

f(x) dx =
1

π

∫ π

0

x2 dx =
π2

3

an =
2

π

∫ π

0

f(x) cos nx dx =
2

π

∫ π

0

x2 cos nx dx =
4 cos nπ

n2

故

f(x) =
π2

3
+

∞∑
n=1

4 cos nπ

n2
cos nx

令 x = π 代入上式可得

f(π) = π2 =
π2

3
+

∞∑
n=1

4 cos nπ

n2
cos nπ

即
∞∑

n=1

4

n2
= π2 − π2

3
=

2π2

3

故
∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6

14. 將 F (x) = x2 , 0 < x < 2π , 展開為傅立葉級數, 當週期為 2π 時 ,

F (x) = a0 +
∞∑

n=1

(an cos nx + bn sin nx)

則 bn = ?

(A) bn =
4π

n
(B) bn =

−4π

n
(C) bn =

π

n
(D) bn =

−π

n

《喻超凡, 喻超弘 98鐵路電力工程特考》

《解》 � (B) ; 因 F (x) = x2 (0 < x < 2π) 不具有奇偶性 , 故令

F (x) = a0 +
∞∑

n=1

(an cos nx + bn sin nx)

其中

a0 =
1

2π

∫ 2π

0

x2dx =
4π2

3
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an =
1

π

∫ 2π

0

x2 cos nx dx =
1

π
(
x2

n
sin nx +

2x

n2
cos nx − 2

n3
sin nx)

∣∣∣2π

0
=

4

n2

bn =
1

π

∫ 2π

0

x2 sin nx dx =
1

π
(−x2

n
cos nx +

2x

n2
sin nx +

2

n3
cos nx)

∣∣∣2π

0
= −4π

n

故

F (x) =
4π2

3
+

∞∑
n=1

(
4

n2
cos nx − 4π

n
sin nx)

15. 求 lim
z→0

1 − cos z

sin z2
之值為何 ?

(A)
1

4
(B)

1

3
(C)

1

2
(D) 1 《喻超凡, 喻超弘 98鐵路電力工程特考》

《解》 � (C) ;

lim
z→0

1 − cos z

sin z2
= lim

z→0

z2

sin z2

1 − cos z

z2
= lim

z→0

z2

sin z2
lim
z→0

1 − cos z

z2
= lim

z→0

sin z

2z
=

1

2

16. 假設 z = x+iy為複數 (complex number) ,下列哪一個是全函數 (entire function)?

(A) f(z) = 2xy + i(x2 − y2)

(B) f(z) = z − z̄, z̄ 是 z 的共軛複數 (complex conjugate)

(C) f(z) = xz̄

(D) f(z) = (z2 − 2)e−xe−iy 《喻超凡, 喻超弘 98鐵路電力工程特考》

《解》 � (D) ; 因

f(z) = (z2 − 2)e−xe−iy = (z2 − 2)e−(x+iy) = (z2 − 2)e−z
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1. 99年公務人員電力、 電子、 醫學工程高考

甲、 申論題部分 (50分)

1. 試利用拉氏轉換 (Laplace transformation) 求解 : (15分)

[
x′

1

x′
2

]
=

[
0 −10
5

2
−10

][
x1

x2

]
+

[
0

−1

]
,

[
x1(0)

x2(0)

]
=

⎡
⎢⎣

2

5
2

5

⎤
⎥⎦

( 其中 x′
i =

dxi

dt
, i = 1 , 2 )

《喻超凡, 喻超弘 99電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � 原式可改寫成 ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x′
1 + 10x2 = 0

x′
2 − 5

2
x1 + 10x2 = −1

對上式兩端取 L–T , 可得⎧⎨
⎩

sX1(s) − x1(0) + 10X2(s) = 0

sX2(s) − x2(0) − 5

2
X1(s) + 10X2(s) = −1

s

其中 L {x1(t)} = X1(s) 、 L {x2(t)} = X2(s) , 整理可得⎧⎪⎨
⎪⎩

sX1(s) + 10X2(s) =
2

5

−5

2
X1(s) + (s + 10)X2 = −1

s
+

2

5

故

X1(s) =
2(s2 + 25)

5s(s + 5)2
=

2

5s
− 4

(s + 5)2

X2(s) =
2s

5(s + 5)2
= − 2

(s + 5)2
+

2

5(s + 5)
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故

x1(t) = L
−1{X1(s)} =

2

5
− 4te−5t

x2(t) = L
−1{X2(s)} = −2t e−5t +

2

5
e−5t

2. 設曲線 C 之參數表示式為 x =
√

3 t , y = sin t , z = cos t , 求自 (0 , 0 , 1) 到

(
√

3 π , 0 , −1) 之線積分

∫
C

(x2 + yz) ds 。 (10分)

《喻超凡, 喻超弘 99電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � 因 C 的參數為 x =
√

3 t , y = sin t , z = cos t , 故點 (0 , 0 , 1) 時 t = 0 、 點

(
√

3 π , 0 , −1) 時 t = π , 且

ds =

√
(
dx

dt
)2 + (

dy

dt
)2 + (

dz

dt
)2 dt =

√
(
√

3)2 + (cos t)2 + (− sin t)2 dt = 2 dt

則 ∫
C

(x2 + yz) ds =

∫ t=π

t=0

{(
√

3 t)2 + sin t cos t } 2 dt

= 2(t3 +
1

2
sin2 t)

∣∣∣t=π

t=0

= 2π3

3. 令矩陣 A =

⎡
⎣ 1 0 −8

0 1 −4

0 0 −1

⎤
⎦ ,

(1) 求矩陣 X 使得 D = X−1AX 為一對角矩陣 (diagonal matrix) 。 (7分)

(2) 求 A100 + 2A101 。 (8分) 《喻超凡, 喻超弘 99電力、 電子、 醫工高考》

《解》 �
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乙、 測驗題部分 (50分)

1. 試問

∫ ∞

0

sin 3t

t
dt 之解為何 ?

(A) 0 (B)
π

6
(C)

π

3
(D)

π

2
《喻超凡, 喻超弘 99電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (D) ; ∫ ∞

0

sin 3t

t
dt =

∫ ∞

0

sin 3t

t
e−st dt

∣∣∣
s=0

= L {sin 3t

t
}
∣∣∣
s=0

=

∫ ∞

s=0

3

s2 + 32
ds = tan−1 s

3

∣∣∣∞
s=0

=
π

2

2. 下列何者為微分方程式 y′′ + 4y = 8x2 的一般解 ? 以下選項中的 A 、 B 為任意

常數 。

(A) y = A cos 2x + B sin 2x + 2x2 (B) y = A cos 2x + B sin 2x + 2x2 − 1

(C) y = A cos 2x + B sin 2x + 4x2 (D) y = A cos 2x + B sin 2x + 2x2 − 4

《喻超凡, 喻超弘 99電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (B) ; 齊次解 : 令 y = emx 代回 ODE 中可得

m2 + 4 = 0 ⇒ m = ±2i

故

yh(x) = A cos 2x + B sin 2x

特解

yp(x) =
1

D2 + 4
8x2 =

1

4

1

1 +
D2

4

(8x2) =
1

4
(1 − D2

4
+ · · ·)(8x2) = 2x2 − 1
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4. 設微分方程式 y′′ + ay′ + by = 0 , y(0) = y0 , y′(0) = y′
0 的解 y(t) 的拉氏轉換為

Y (s) =
3

s2 − 4
, 試求 a 、 b 、 y0 、 y′

0 之值 , 並判定下列何者正確 ?

(A) a + b + y0 + y′
0 = 0 (B) a + b + y0 + y′

0 = −1

(C) a + b + y0 + y′
0 = −2 (D) a + b + y0 + y′

0 = −3

《喻超凡, 喻超弘 99電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (B) ; 對 ODE 兩端取 L–T , 可得

s2Y (s) − sy(0) − y′(0) + a{sY (s) − y(0)} + bY (s) = 0

其中 L {y(t)} = Y (s) , 故

Y (s) =
sy0

s2 + as + b
+

y′
0 + ay0

s2 + as + b
=

3

s2 − 4

故 a = 0 、 b = −4 、 y0 = 0 、 y′
0 = 3 , 則

a + b + y0 + y′
0 = 0 − 4 + 0 + 3 = −1

5. 對於此微分方程式 x2y′′ − 3xy′ + 3y = 2x4ex , 下列何者錯誤 ?

(A) 其解含有 x3 項 (B) 其解含有 x ex 項 (C) 其解含有 x2ex 項

(D) 其解含有 x2e2x 項 《喻超凡, 喻超弘 99電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (D) ; 因 ODE 的非齊次項為 2x4ex , 故 ODE 不可能有 x2e2x 的特解 。

6. 複變函數 f(z) =
1 − z2

cos
z

2

在 z = π 的留數 (residue) 為何 ? 其中 i =
√−1

(A) π2 − 1 (B) 2(π2 − 1) (C) i − π2 (D) 2(i − π2)

《喻超凡, 喻超弘 99電力、 電子、 醫工高考》
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x2 + y2 = 4

Sxy

S1 : z = 3
√

x2 + y2

S2 : z = 6

2

x2 + y2 = 4

Sxy

x

x

y

y

z

《解》 �
(1) 三重積分 : 令 V 投影到 xy 平面上的區域為 Sxy , 則 Sxy : x2 + y2 = 4 , 故∫∫∫

V

∇ · #»
F dv =

∫∫∫
V

3 dxdydz

=

∫∫
Sxy

∫ z=6

z=3
√

x2+y2

3 dz dxdy

=

∫∫
Sxy

3(6 − 3
√

x2 + y2 ) dxdy

=

∫ θ=2π

θ=0

∫ r=2

r=0

3(6 − 3r) r dr dθ

= 24π

(2) 面積分 :

(a) S1 : z = 3
√

x2 + y2 , 令

φ = x2 + y2 − z2

9
= 0

故 S1 的單位法向量為

#»n =
∇φ

|∇φ| =
x

#»
i + y

#»
j − z

9

#»

k√
x2 + y2 +

z2

81

則

#»
F · #»n = (x

#»
i + y

#»
j + z

#»

k ) · (
x

#»
i + y

#»
j − z

9

#»

k√
x2 + y2 +

z2

81

) =
x2 + y2 − z2

9√
x2 + y2 +

z2

81

= 0

因此 ∫∫
S1

#»

F · #»n dσ = 0
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(b) S2 : z = 6 , 且 x2 + y2 = 4 , 故 S2 的單位法向量為
#»n =

#»

k , 因此∫∫
S2

#»
F · #»n dσ =

∫∫
S2

(x
#»
i + y

#»
j + z

#»

k ) · #»

k dσ

=

∫∫
S2

z dσ =

∫∫
S2

6 dσ

= 6 × π × 22 = 24π

(c) 故 ∫∫
S=S1+S2

#»

F · #»n dσ =

∫∫
S1

#»

F · #»n dσ +

∫∫
S2

#»

F · #»n dσ = 0 + 24π

(3) 由 (1) 、 (2) 可知 ∫∫∫
V

∇ · #»
F dv =

∫∫
S

#»
F · #»n dσ

得証

3. 若 A =

[
1 1

0 1

]
, 試求 A1000 。 (10分)

《喻超凡, 喻超弘 99鐵路電力、 電子特考》

《解》 � 由 det(A − λI) = 0 , 可得 A 的特徵值為 λ = 1 、 1 , 令

A1000 = αA + βI

則 {
11000 = α + β

1000 × 1999 = α

可解得 α = 1000 、 β = −999 , 故

A1000 = 1000 A − 999 I =

[
1 1000

0 1

]

4. 試應用留數定理 (Residue Theorem) , 計算下列積分∫ 2π

0

1

1 + a cos θ
dθ

其中 −1 < a < 1 。(15分) 《喻超凡, 喻超弘 99鐵路電力、 電子特考》
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故

FX,Y (−∞ , y) = 0

14. 若一系統由兩項獨立 (independent) 運作之組件構成 , 在任一組件正常運作下該

系統即可正常運作 , 已知此兩項組件正常運作之機率分別為 0.8 及 0.4 , 試求此

系統正常運作之機率 ?

(A) 0.12 (B) 0.32 (C) 0.68 (D) 0.88

《喻超凡, 喻超弘 99鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (D) ; 此系統正常運作之機率為 1 − (1 − 0.8) × (1 − 0.4) = 0.88

15. 若 u = (u1 , u2) , v = (v1 , v2) , 下列函數何者可以定義為 R
2 上之一種內積 ?

(A) < u , v >= u1v1 (B) < u , v >= u2
1v2

1 +u2
2v2

2 (C) < u , v >= u1v1 −u2v2

(D) < u , v >= u1v1 + 3u2v2 《喻超凡, 喻超弘 99鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (D) ; 滿足內積三個公理 。

16. 設A 、 B 及 C 為任三 n × n 矩陣 , 則下列敘述何者不恆真 ?

(A) 若 rank (A) = n 且 AB = AC , 則 B = C

(B) 若 rank (A) = n 且 AB = 0 , 則 B = 0

(C) 若 rank (A) = rank (B) , 則 rank (A2) = rank (B2)

(D) rank (A) = rank (AT ) 《喻超凡, 喻超弘 99鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (C) ; 例子為 A =

[
1 0

0 0

]
、 B =

[
0 1

0 0

]
, 故 A2 =

[
1 0

0 0

]
、 B2 =

[
0 0

0 0

]
, 則

rank (A) = rank (B) = 1 但 rank (A2) = 1 �= rank (B2) = 0
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17. 若 S 為 [ 1 2 1 0 ] , [ 0 0 0 1 ] 所生成之子空間 , 求 R
4 上 S 之正交補集

(Orthogonal Complement) :

(A) 由 [ −2 1 0 0 ] , [ −1 −1 1 0 ] 所生成之子空間

(B) 由 [ −2 1 0 0 ] , [ −1 0 1 0 ] 所生成之子空間

(C) 由 [ −2 1 0 0 ] , [ −1 −1 1 1 ] 所生成之子空間

(D) 由 [ −2 1 1 0 ] , [ −1 −1 1 0 ] 所生成之子空間

《喻超凡, 喻超弘 99鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (B) ; 令

S = span {

⎡
⎢⎢⎣

1

2

1

0

⎤
⎥⎥⎦ ,

⎡
⎢⎢⎣

0

0

0

1

⎤
⎥⎥⎦}

若 x ∈ S⊥ 則 [
1 2 1 0

0 0 0 1

]
x = 0

故

x = c1

⎡
⎢⎢⎣

−2

1

0

0

⎤
⎥⎥⎦ + c2

⎡
⎢⎢⎣

−1

0

1

0

⎤
⎥⎥⎦

18. 若矩陣 A =

⎡
⎣ 1 0 1

3 2 5

a 0 8

⎤
⎦ , 則下列何者正確 ?

(A) 假如 a = 8 則 rank (A) = 2 , rank 為矩陣的秩數

(B) 假如 a = 8 則 rank (A) = 3 , rank 為矩陣的秩數

(C) 假如 a = 1 則 rank (A) = 2 , rank 為矩陣的秩數

(D) 假如 a = 3 則 rank (A) = 2 , rank 為矩陣的秩數

《喻超凡, 喻超弘 99鐵路電力、 電子特考》
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Resf(
√

2 i) =
z2

2z(z2 + 1)

∣∣∣
z=

√
2 i

=
1√
2 i

故 ∫ ∞

−∞

x2

(x2 + 1)(x2 + 2)
dx = 2π i {Resf(i) + Resf(

√
2 i)}

= 2π i (− 1

2i
+

1√
2 i

)

= 2π(−1

2
+

1√
2

)

4. 二維連續隨機變數 X 與 Y 的聯合機率密度函數 (joint probability density func-

tion) 為

fX,Y (x , y) =
1

18π
exp(

−x2 − y2 + 4x − 4y − 8

18
) , − ∞ < x < ∞ , −∞ < y < ∞

定義隨機變數 W 為 W = 3X − 2Y 。

(1) 求 X 與 Y 的邊際機率密度函數 (marginal probability density function) fX(x)

與 fY (y) 。 (10 分)

(2) 求 W 的期望值 (Expected value) 。 (5分)

《喻超凡, 喻超弘 99安全局電子組》

《解》 �
(1)

fX(x) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x , y) dy

=

∫ ∞

−∞

1

18π
exp{−x2 − y2 + 4x − 4y − 8

18
} dy

=
1

18π

∫ ∞

−∞
exp{− 1

18
(x − 2)2} exp{− 1

18
(y + 2)2} dy

=
1

18π
exp{− 1

18
(x − 2)2} ×

√
18π

=
1√
18π

exp{− 1

18
(x − 2)2} (−∞ < x < ∞)
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fY (y) =

∫ ∞

−∞
fX,Y (x , y) dx

=

∫ ∞

−∞

1

18π
exp{−x2 − y2 + 4x − 4y − 8

18
} dx

=
1

18π

∫ ∞

−∞
exp{− 1

18
(x − 2)2} exp{− 1

18
(y + 2)2} dx

=
1

18π
exp{− 1

18
(y + 2)2} ×

√
18π

=
1√
18π

exp{− 1

18
(y + 2)2} (−∞ < y < ∞)

(2)

E[X − 2] =

∫ ∞

−∞
(x − 2) fX(x) dx

=

∫ ∞

−∞
(x − 2)

1√
18π

exp{− 1

18
(x − 2)2} dx

=

∫ ∞

−∞
t

1√
18π

exp{− 1

18
t2} dt

= 0

E[Y + 2] =

∫ ∞

−∞
(y + 2) fY (y) dy

=

∫ ∞

−∞
(y + 2)

1√
18π

exp{− 1

18
(y + 2)2} dy

=

∫ ∞

−∞
u

1√
18π

exp{− 1

18
u2} du

= 0

故

E[W ] = E[3X − 2Y ]

= E[3(X − 2) − 2(Y + 2) + 10]

= 3E[X − 2] − 2E[Y + 2] + 10

= 10
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6. 99年電機技師高等考試

1. 求連續隨機產生兩個5 , 平均需多少個數目 ? (20分)

《喻超凡, 喻超弘 99電機技師》

《解》 � 設產生一個 5 的機率為 p , 令隨機變數 X1 為產生一個 5 所需數的數目 , 則

X1 ∼ Geo(p) , 且 E[X1] =
1

p
, 再令隨機變數 X2 為連續產生兩個5所需數的數目, 則

P (X2 = X1 + 1 | X1) = p

P (X2 = X1 + 1 + X̃2 | X1) = 1 − p

其中 X̃2
d
= X2 , 故 X2 的期望值為

E[X2] = E[E[X2 | X1]] = E[(X1 + 1)p + (X1 + 1 + X̃2)(1 − p)]

= 1 + E[X1] + (1 − p)E[X2]

整理可得 E[X2] =
1

p
(1 + E[X1]) =

1

p
+

1

p2

2. (20分)用複變理論 (complex variable theory)計算下面之實數定積分 (real definite

integral) :

∫ ∞

0

cos x2dx 《喻超凡, 喻超弘 99電機技師》

O A

C

B

R

R

θ

x

y

《解》 � 考慮一圍線 C (如圖) 的積分 , 因 eiz2

在 C 內為可解析函數 , 故

lim
R→∞

∮
C

eiz2

dz = lim
R→∞

[∫
OA

eiz2

dz +

∫
AB

eiz2

dz +

∫
BO

eiz2

dz
]

= 0 (1)
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8. 99年調查局調查人員電子科學組特考

1. 試解下列微分方程式在 t > 0 的完全解 : (15分)

dy

dt
+ 26y = u(t) , u(t) =

{
6 cos(15t) , t ≤ 0

12 cos(15t) , t > 0

《喻超凡, 喻超弘 99調查局電子科學》

《解》 � t > 0 時 , ODE 為
dy

dt
+ 26y = 12 cos 15t

則積分因子為

I(t) = e
∫

26 dt = e26t

故

Iy =

∫
e26t 12 cos 15t dt =

12

901
e26t(26 cos 15t + 15 sin 15t) + c

則

y(x) =
12

901
(26 cos 15t + 15 sin 15t) + c e−26t

2. 試解下列微分方程式的完全解:(10分)

d2y

dx2
+ λ2y = 0

其中 λ > 0 , y(−L) = y(L) ,
dy

dx
(−L) =

dy

dx
(L)

《喻超凡, 喻超弘 99調查局電子科學》

《解》 � 因

y′′(x) + λ2y(x) = 0 (λ > 0)

Administrator
矩形



344 喻超凡叢書 http://www.superyu.idv.tw

可解得

a =
1

4
e2t(−1 + e2t − 2t) , b = e2t − e4t + 3e2tt , c = e4t − 4e2tt

4. 令 f(x) = e−a|x| , −1 ≤ x ≤ 1 , a > 0 。 試求 f(x) 之 Fourier cosine integral 。

(15分) 《喻超凡, 喻超弘 99調查局電子科學》

《解》 � f(x) 之 Fourier cosine integral 為

f(x) =

∫ ∞

0

A(w) cos wx dw

其中

A(w) =
2

π

∫ ∞

0

f(x) cos wx dx =
2

π

∫ 1

0

e−ax cos wx dx

=
2

π

1

a2 + w2
(−ae−ax cos wx + we−ax sin wx)

∣∣∣1
0

=
2e−a(aea − a cos w + w sin w)

π(a2 + w2)

5. 若 z 為複數 (complex variable) , 試計算積分

∮
C

f(z)dz , 其中 C 為圓 |z| = 2 ,

f(z) = tan(z) 。 (15分) 《喻超凡, 喻超弘 99調查局電子科學》

《解》 � 因 f(z) = tan z =
sin z

cos z
, 則 f(z) 在 C 內具有 z = ±π

2
的一階 poles , 且

Resf(
π

2
) = −1 , Resf(−π

2
) = −1

故 ∮
C

f(z) dz = 2π i{Resf(
π

2
) + Resf(−π

2
)} = −4πi
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1. 100年公務人員電力、 電子、 醫學工程高考

甲、 申論題部分 (50分)

1. 令 f(t) =

{
0 , t < 3

t + 1 , t ≥ 3
, 試求 f(t) 之拉氏轉換 ( Laplace transform ) 。 (10分)

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � 因

f(t) =

{
0 , t < 3

t + 1 , t ≥ 3
= (t + 1)H(t − 3)

故

L {f(t)} = L {(t + 1)H(t − 3)} = e−3s
L {t + 3 + 1} = e−3s(

1

s2
+

4

s
)

2. 設矩陣 A =

[
5 3

1 3

]
,

(1) 求 A 的特徵值 (eigenvalues) 。 (5分)

(2) 求 A 的特徵向量 (eigenvectors) 。 (5分)

(3) 求 A100 。 (5分) 《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 �
(1) 由 det(A − λI) = 0 , 可得特徵值為 λ = 6 、 2 。

(2) 將 λ = 6 代回 (A − λI)X = 0 中可得[−1 3

1 −3

][
x1

x2

]
=

[
0

0

]

可得對應的特徵向量為

X = c1

[
3

1

]
(c1 �= 0)
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(2) 特解 :

yp =
1

(D − 1)(D − 2)(D − 3)
te4t

= e4t 1

(D + 3)(D + 2)(D + 1)
t

= e4t (
1

6
− 11

36
D + · · ·)t

= e4t(
1

6
t − 11

36
) = x4(

1

6
ln x − 11

36
)

(3) 通解 : y(x) = yh(x) + yp(x)

4. (10分)設 #»v = xy
#»
i −4

#»
j +zy

#»

k 及 A = (0 , 1 , 0) 、 B = (2 , 0 , 1) 、 D = (3 , 2 , 1)

等三點, 若 C 為由 A 到 B 及 B 到 D 兩直線線段所組成 。 求∫
C

#»v · d #»r =

∫
C

(xy dx − 4 dy + zy dz) = ?

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � 令 C = C1 + C2, 其中 C1 為 AB 的直線 , C2 為 BD 的直線 。

(a) C1 的參數式為 ⎧⎨
⎩

x = 2t

y = 1 − t

z = t

; t = 0 ∼ 1

故 ∫
C1

(xy dx − 4 dy + zy dz) =

∫ t=1

t=0

2t(1 − t) 2dt − 4 d(−t) + t (1 − t) dt =
29

6

(b) C2 的參數式為 ⎧⎨
⎩

x = 2 + t

y = 2t

z = 1

; t = 0 ∼ 1

故 ∫
C2

(xy dx − 4 dy + zy dz) =

∫ t=1

t=0

(2 + t)(2t) dt − 4 × 2dt = −16

3
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(c) ∫
C=C1+C2

(xy dx − 4 dy + zy dz)

=

∫
C1

(xy dx − 4 dy + zy dz) +

∫
C2

(xy dx − 4 dy + zy dz)

=
29

6
− 16

3
= −1

2
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2. 設 y1(x) 及 y2(x) 是微分方程式 A : y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 的解 , 而 y3(x) 及

y4(x) 是微分方程式 B : y′′ + p(x)y′ + q(x)y = r(x) 的解 , 則下列敘述何者錯誤?

(題中 p(x) , q(x) , r(x) 為 x 的函數 , 且 r(x) �= 0 )

(A) c1y1(x) + c2y2(x) 必定也是微分方程式 A 的解 ( 其中 c1 及 c2 為任意常數 )

(B) y3(x) − y4(x) 必定也是微分方程式 A 的解

(C) y3(x) + y4(x) 必定也是微分方程式 B 的解

(D) c1y1(x) + c2y2(x) + y3(x) 必定也是微分方程式 B 的解

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (C) ; 非齊次方程式的解相加, 不是原方程式的解 。

3. 假設函數 F (s) =
4s2 + 2

s3 + 3s2 + 2s
之逆拉氏轉換 (inverse Laplace transform ) 為

L
−1{F (s)} = a + b e−t + c e−2t , 其中 a 、 b 、 c 為常數 , 求 a + b + c ?

(A) −3 (B) 2 (C) 3 (D) 4

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (D)

F (s) =
4s2 + 2

s(s + 1)(s + 2)
=

1

s
− 6

s + 1
+

9

s + 2

故

a + b + c = 1 − 6 + 9 = 4

4. 求複數函數積分

∫
C

ez+i dz 之值 , 其中積分路徑 C 的參數式為 z(t) = 2ei2t,

0 ≤ t ≤ π

2
, 其中 i =

√−1 ,

(A) (e−2 − e2)(cos 1 + i sin 1) (B) (e−2 + e2)(cos 1 + i sin 1)

(C) (e−2 − e2)(cos 1 − i sin 1) (D) (e−2 + e2)(cos 1 − i sin 1)

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》
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《解》 � (A) , t = 0 時 z = 2 , t =
π

2
時 z = 2eπi = −2 , 故

∫
C

ez+i dz =

∫ −2

2

ez+i dz = ei ez
∣∣∣−2

z=2
= (e−2 − e2)(cos 1 + i sin 1)

5. 解微分方程式 y′ − 3y = −6y2, y(0) = −1 ( 其中 y′ =
dy

dx
) :

(A) y = 1/(2 − 3e3x) (B) y = 1/(2 − 3e−3x)

(C) y = 1/(1 − 2e3x) (D) y = 1/(1 − 2e−3x)

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (B) , 原式可改寫成

y−2y′ − 3y−1 = −6

令 u = y−1 , 故
du

dx
= −y−2y′ , 代回上式可得

du

dx
+ 3u = 6

積分因子為 I = e3x , 故

I u(x) =

∫
6 e3x dx = 2e3x + c

則

u(x) = y−1(x) = 2 + c e−3x

再由

y(0) = −1 =
1

2 + c
⇒ c = −3

故

y(x) =
1

2 − 3e−3x

6. 試求向量場 #»v = sinh(x − z)
#»
i + 2y

#»
j + (z − y2)

#»

k 的散度 (divergence ) :

(A) cosh(x − z) + 3 (B) cosh(x − z) + 4 (C) cosh x + 3 (D) cosh x + 2 + z

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》
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《解》 � (A)

div( #»v ) = ∇ · #»v = cosh(x − z) + 2 + 1 = cosh(x − z) + 3

7. #»u =
#»
i − 2

#»
j +

#»

k 、 #»v = − #»
i + 3

#»
j − 2

#»

k 為兩個三維向量 , 以下那一個是 #»u × #»v ?

(A) 向量 #»w =
#»
i − #»

j +
#»

k (B) 純量 3 (C) 純量 1 (D) 向量 #»w =
#»
i +

#»
j +

#»

k

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (D)

#»u × #»v =

∣∣∣∣∣∣
#»
i

#»
j

#»

k

1 −2 1

−1 3 −2

∣∣∣∣∣∣ =
#»
i +

#»
j +

#»

k

8. 複變函數 f(z) =
4i

z2 + 4
以 2i 為中心展開的羅倫級數 ( Laurent series ) 為何 ?

其中 i =
√−1 。

(A)
1

z − 2i
+

∞∑
n=0

(
i

4
)n+1(z − 2i)n (B) − 1

z − 2i
+

∞∑
n=0

(
i

4
)n+1(z − 2i)n

(C)
1

z − 2i
+

∞∑
n=0

(
i

4
)n(z − 2i)n (D) − 1

z − 2i
+

∞∑
n=0

(
i

4
)n(z − 2i)n

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (A) , 令 u = z − 2i, 故

4i

z2 + 4
=

4i

(z − 2i)(z + 2i)
=

4i

u(u + 4i)

=
1

u
− 1

u + 4i
=

1

u
− 1

4i

1

1 +
u

4i

=
1

u
− 1

4i

∞∑
n=0

(−1)n(
u

4i
)n =

1

u
+

∞∑
n=0

(− 1

4i
)n+1 un

=
1

z − 2i
+

∞∑
n=0

(
i

4
)n+1(z − 2i)n
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15. 給定一個常態分佈 (Normal Distribution) 的隨機變數 X , 它的期望值 (mean) 為

0 , 變異值 (variance) 為 5 。 已知 P (X > C) = 0.05, 也就是 X 大於 C 的機率為

0.05 。 求 P (−C < X < C) 之值為何 ?

(A) 0.90 (B) 0.95 (C) 0.975 (D) 0.995

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (A) , 因 μ = 0 , 故 X 的圖形為對稱 y 軸 , 則

P (−C < X < C) = 2P (0 < X < C) = 2{1

2
− P (X > C)} = 2(

1

2
− 0.05) = 0.9

16. 若 X 為一連續隨機變數 (continuous random variable ) , 其機率密度函數 (prob-

ability density function ) 為

fX(x) =

{
kx(1 − x) , 0 < x < 1

0 , 其他

試求 k = ?

(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 6

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (D) ∫ 1

0

fX(x) dx =

∫ 1

0

kx(1 − x) dx = k(
x2

2
− x3

3
)
∣∣∣1
0

= k × 1

6
= 1

故 k = 6

17. 求 lim
z→2eπi/3

z3 + 8

z4 + 4z2 + 16
之值為何 ?

(A)
3

8
−

√
3

8
i (B)

1

8
−

√
3

8
i (C)

3

8
+

√
3

8
i (D)

1

8
+

√
3

8
i

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》
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《解》 � (A)

lim
z→2eπi/3

z3 + 8

z4 + 4z2 + 16
= lim

z→2eπi/3

3z2

4z3 + 8z
= lim

z→2eπi/3

3z

4z2 + 8

=
3 × 2eπi/3

4 × (2eπi/3)2 + 8
=

3 × 2 × (
1

2
+

√
3

2
i)

16(−1

2
+

√
3

2
i) + 8

=
3(1 +

√
3 i)

8
√

3 i
=

3

8
−

√
3

8
i

18. 請計算
212

(1 − i)20
之值 , 其中 i =

√−1 。

(A) −4 + 4i (B) 4i (C) −4 (D) 4

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (C)
212

(1 − i)20
=

212

(
√

2 e−πi/4)20
=

212

210
e5πi = −4

19. 若 ψ(x , y , z) = xy − yz + xyz , 則其在點 P = (0 , −1 , 1) 之最大改變率 (rate of

charge ) 之值為何 ?

(A) −2 (B) 2 (C)
√

5 (D)
√

6

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (D)

∇ψ =
∂ψ

∂x

#»
i +

∂ψ

∂y

#»
j +

∂ψ

∂z

#»

k = (y + yz)
#»
i + (x − z − xz)

#»
j + (−y + xy)

#»

k

故

∇ψ(0 , −1 , 1) = −2
#»
i − #»

j +
#»

k

最大改變率 |∇ψ(0 , −1 , 1)| =
√

6
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《解》 � (A)

lim
z→2eπi/3

z3 + 8

z4 + 4z2 + 16
= lim

z→2eπi/3

3z2

4z3 + 8z
= lim

z→2eπi/3

3z

4z2 + 8

=
3 × 2eπi/3

4 × (2eπi/3)2 + 8
=

3 × 2 × (
1

2
+

√
3

2
i)

16(−1

2
+

√
3

2
i) + 8

=
3(1 +

√
3 i)

8
√

3 i
=

3

8
−

√
3

8
i

18. 請計算
212

(1 − i)20
之值 , 其中 i =

√−1 。

(A) −4 + 4i (B) 4i (C) −4 (D) 4

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (C)
212

(1 − i)20
=

212

(
√

2 eπi/4)20
=

212

210
e−5πi = −4

19. 若 ψ(x , y , z) = xy − yz + xyz , 則其在點 P = (0 , −1 , 1) 之最大改變率 (rate of

charge ) 之值為何 ?

(A) −2 (B) 2 (C)
√

5 (D)
√

6

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子、 醫工高考》

《解》 � (D)

∇ψ =
∂ψ

∂x

#»
i +

∂ψ

∂y

#»
j +

∂ψ

∂z

#»

k = (y + yz)
#»
i + (x − z − xz)

#»
j + (−y + xy)

#»

k

故

∇ψ(0 , −1 , 1) = −2
#»
i − #»

j +
#»

k

最大改變率 |∇ψ(0 , −1 , 1)| =
√

6

Administrator
矩形

Administrator
矩形

Administrator
矩形



2. 100年公務人員身心障礙人員電力、 電子特考 喻超凡叢書 373

《解》 � (B) ; 方程式可改寫成

y′′ + y′ − 2

x2
y = 0

故 P (x) = 1 、 Q(x) = − 2

x2
, 則

p0 = lim
x→0

x P (x) = lim
x→0

x = 0

q0 = lim
x→0

x2 Q(x) = lim
x→0

(−2) = −2

則 indicial 方程式為

r(r − 1) + p0r + q0 = r(r − 1) − 2 = 0

15. 求
d

dz
{z tan−1(ln z)}

(A)
1

(ln z)2
+ tan−1(ln z) (B)

1

1 + (ln z)2
+ tan−1(ln z)

(C) tan−1(ln z) (D)
1

ln z
+ tan−1(ln z)

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子身障特考》

《解》 � (B) ;

d

dz
{z tan−1(ln z)} = tan−1(ln z) + z

1

1 + (ln z)2

1

z
= tan−1(ln z) +

1

1 + (ln z)2

16. 設 z 為複數 , 下列敘述何者為正確 ?

(A) |ez2 | ≤ e|z|2 (B) cos(iz) �= cos(iz)

(C) 對於複數平面任何兩點 , 公式 Arg(z1z2) = Arg(z1) + Arg(z2) 皆成立 , 其中

Arg(z) 表示複數 z 的主幅解 (principal argument)

(D) 函數 sin z 在 z = 0 時為可析函數 (analytic function)

《喻超凡, 喻超弘 100電力、 電子身障特考》
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(1) 原點在 C 外 : 設 C 為簡單的封閉曲線 , 且其所圍的區域為 D , 同時

∇ × #»
F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

#»
i

#»
j

#»

k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
−y

x2 + y2

x

x2 + y2
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= {(x2 + y2) − 2x2

(x2 + y2)2
+

(x2 + y2) − 2y2

(x2 + y2)2
} #»

k

= 0

因
#»
F 在 D 中函數及其一階偏導為連續 , 故

#»
F 為保守埸 , 則∮

C

#»

F · d
#»

R = 0

(2) 原點在 C 內 : 令

C :

{
x = ρ(θ) cos θ

y = ρ(θ) sin θ
; θ = 0 ∼ 2π

故∮
C

#»

F · d
#»

R =

∮
C

−y

x2 + y2
dx +

x

x2 + y2
dy

=

∫ θ=2π

θ=0

−ρ(θ) sin θ

ρ2
d(ρ(θ) cos θ) +

ρ(θ) cos θ

ρ2
d(ρ(θ) sin θ)

=

∫ θ=2π

θ=0

1

ρ
{− sin θ(cos θdρ − ρ sin θdθ) + cos θ(sin θdρ + ρ cos θdθ)}

=

∫ θ=2π

θ=0

dθ

= 2π
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4. 假設隨機變數 X 的累積分布函數 (cumulative distribution function) F (x) 為

F (x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0 , x < 1

0.25 , 1 ≤ x < 4

0.5 , 4 ≤ x < 5

0.75 , 5 ≤ x < 7

1 , 7 ≤ x

(1) 試求 P (X = 5) 。 (3分)

(2) 試求 P (X > 3) 。 (3分)

(3) 試求 P (2.5 < X < 6) 。 (4分) 《喻超凡, 喻超弘 100鐵路電力、 電子特考》

《解》 �
(1) P (X = 5) = F (5) − F (5−) = 0.75 − 0.5 = 0.25

(2) P (X > 3) = 1 − P (X ≤ 3) = 1 − F (3) = 1 − 0.25 = 0.75

(3) P (2.5 < X < 6) = F (6−) − F (2.5) = 0.75 − 0.25 = 0.5

Administrator
矩形



3. 100年鐵路人員電力、 電子工程三級特考 喻超凡叢書 381

乙、 測驗題部分 (50分)

1. 若 F (s) 為 f(t) 之拉普拉斯轉換 , F (s) =
0.1s + 0.9

s2 + 3.24
則 f(t) 為何 ?

(A) f(t) = 0.1 + 0.9t (B) f(t) = 0.1 + 0.9t e−3.24t

(C) f(t) = 0.1 cos 1.8t + 0.9 sin 1.8t (D) f(t) = 0.1 cos 1.8t + 0.5 sin 1.8t

《喻超凡, 喻超弘 100鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (D) ;

L
−1{0.1s + 0.9

s2 + 3.24
} = L

−1{ 0.1s + 0.9

s2 + (1.8)2
} = 0.1 cos 1.8t + 0.5 sin 1.8t

2. 下列何者不是正合微分方程式 (exact differential equation) ?

(A) e−2θ(r dr − r2 dθ) = 0 (B) 2xy dy = (x2 + y2)dx

(C) 2xy dx + x2dy = 0 (D) 2(sin 2x)(sinh y)dx − (cos 2x)(cosh y) dy = 0

《喻超凡, 喻超弘 100鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (B) ; 因 ODE 為

(x2 + y2)dx − 2xy dy = 0

令

M = x2 + y2 , N = −2xy

因

∂M

∂y
= 2y �= ∂N

∂x
= −2y

故 ODE 不為正合
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5. 求解微分方程 y′ = cosh 4x , 其解為下列何者 ?

(A) y =
sinh 4x

4
+ c (B) y =

tanh 4x

4
+ c

(C) y =
coth 4x

4
+ c (D) y =

cosh 4x

4
+ c

《喻超凡, 喻超弘 100鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (A) ;

y(x) =

∫
cosh 4x dx =

sinh 4x

4
+ c

6. 求解微分方程 y′′ − 4πy′ + 4π2y = 0 , 其解為下列何者 ?

(A) y = (c1 + c2x)e−2πx (B) y = (c1 + c2x)x e−2πx

(C) y = (c1 + c2x)e2πx (D) y = (c1 + c2x)x e2πx

《喻超凡, 喻超弘 100鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (C) ; 令 y = emx 代回 ODE 中可得

m2 − 4π + 4π2 = 0 ⇒ m = 2π , 2π

故

y(x) = (c1 + c2x)e2πx

7. 下列那一個複數函數不是可解析函數 ?

(A) f(z) = sin z (B) f(z) = cos z (C) f(z) = e−z (D) f(z) = |z|2
《喻超凡, 喻超弘 100鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (D) ; 函數 f 中有 z 變數, 必不可解析 , 因 f(z) = |z|2 = zz , 故不可解析 。
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17. 下列何者為赫密特 (Hermitian) 矩陣 ?

(A) A =

[
i 1 + i

−1 + i 0

]
(B) A =

[
i 1 + i

1 − i 0

]
(C) A =

[
7 1 + i

1 − i 6

]

(D) A =

[
i 1 + i

1 − i −i

]
《喻超凡, 喻超弘 100鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (C) ; 赫密特矩陣對角線元素均為實數

18. 隨機變數 X 、 Y 之結合機率密度函數 (joint probability density function) 為

fX,Y (x , y) =

{ 1

8
(x + y) , 0 ≤ x ≤ 2 , 0 ≤ y ≤ 2

0 , 其他

下列各期望值何者正確 ?

(A) E[XY ] =
4

3
(B) E[Y ] =

5

8
(C) E[X] =

5

6
(D) E[XY ] = E[X]E[Y ]

《喻超凡, 喻超弘 100鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (A) ;

(A)

E[XY ] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xy fX,Y (x, y) dxdy =

∫ x=2

x=0

∫ y=2

y=0

xy
1

8
(x + y) dydx =

4

3

(B)

E[Y ] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
y fX,Y (x, y) dxdy =

∫ x=2

x=0

∫ y=2

y=0

y
1

8
(x + y) dydx =

7

6

(C)

E[X] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x fX,Y (x, y) dxdy =

∫ x=2

x=0

∫ y=2

y=0

x
1

8
(x + y) dydx =

7

6

(D) E[XY ] =
4

3
�= E[X]E[Y ] =

7

6
× 7

6
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《解》 � 令

φ(x , y , z) = x2 + y2 − z2 = 0

因

∇φ = 2x
#»
i + 2y

#»
j − 2z

#»

k

故曲面在 P0 點處的法向量為

#»n = ∇φ(P0) = 2
#»
i + 2

#»
j − 2

√
2

#»
j

(1) 在 P0 處的切平面為

2(x − 1) + 2(y − 1) − 2
√

2(z −
√

2) = 0

即

x + y −
√

2 z = 0

(2) 在 P0 處的法線方程式為 ⎧⎨
⎩

x = 1 + t

y = 1 + t

z =
√

2 −
√

2 t

(3) 因曲線 C 的位置向量為

#»r (t) = cos t
#»
i + sin t

#»
j +

#»

k

且

#»r ′(t) = − sin t
#»
i + cos t

#»
j ⇒ | #»r ′(t)| = 1

#»r ′′(t) = − cos t
#»
i − sin t

#»
j

故

#»r ′(t) × #»r ′′(t) =
#»

k

因此

κ =
| #»r ′(t) × #»r ′′(t)|

| #»r ′(t)|3 = 1
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乙、 測驗題部分 (50分)

1. 己知微分方程式 y′′ + αy′ + βy = 0 的通解為 y(x) = c1e−2x + c2e−3x , 試求 α 及

β 之值 , 並判定下列何者正確 ? (題中 α 、 β 、 c1 及 c2 為常數)

(A) α + β = −11 (B) α + β = 11 (C) α + β = −5 (D) α + β = 5

《喻超凡, 喻超弘 100安全局電子組》

《解》 � (B) ; 令 y = emx 代回 ODE 中可得

m2 + αm + β = 0

已知 ODE 的通解為

y(x) = c1e−2x + c2e−3x

故 m = −2 、 −3 , 則

α = −{(−2) + (−3)} = 5 , β = (−2)(−3) = 6

則 α + β = 5 + 6 = 11

2. 下列何者可為
dy

dx
+ 2xy = 4x 之解 ?

(A) y = e−x2

(B) y = 1 + e−x2

(C) y = 2 + e−x2

(D) y = 3 + e−x2

《喻超凡, 喻超弘 100安全局電子組》

《解》 � (C) ; 因 ODE 的特解為 yp(x) = 2

3. 設微分方程式 y′ + ay = 0 , y(0) = y0 的級數解 (series solution) 為

y(x) =
∞∑

n=0

(−3x)n

n!
, 試求常數 a 及 y0 之值 , 並判定下列何者正確 ?

(A) a + y0 = 2 (B) a + y0 = 3 (C) a + y0 = 4 (D) a + y0 = 5

《喻超凡, 喻超弘 100安全局電子組》
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(3) 將 x = 0 代回 (1) 式, 中可得

π2

3
+

∞∑
n=1

4 cos nπ

n2
= f(0) = 0

即
∞∑

n=1

4(−1)n

n2
= −π2

3

即
∞∑

n=1

(−1)n+1

n2
=

π2

12

2. (1) 若 λ 是一個非奇異 (nonsingular) 矩陣 A 的特徵值 (eigenvalue) , X 是 λ 對

應的特徵向量 (eigenvector) , 請証明
1

λ
及 X 分別是 A−1 的特徵值及其對應

的特徵向量 。 (10分)

(2) 若 A =

⎡
⎣ 0 0 −2

1 2 1

1 0 3

⎤
⎦ , 請用其最大的特徵值証 (1) 的結果 。 (5分)

《喻超凡, 喻超弘 101電力、 電子、 電信高考》

《解》 �
(1) 因 λ 為矩陣 A 的特徵值 , 且對應的特徵向量為 X , 則

AX = λX

即
1

λ
X = A−1X

故 A−1 的特徵值為
1

λ
, 且對應的特徵向量仍為 X 。

(2) 由 det(A−λI) = 0 ,可得 A的特徵值為 λ = 2 、 2 、 1 ,將 λ = 2代回 (A−λI)X = 0

中可得 ⎡
⎣−2 0 −2

1 0 1

1 0 1

⎤
⎦
⎡
⎣ x1

x2

x3

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 0

0

0

⎤
⎦

可得對應的特徵向量為

X = c1

⎡
⎣ 1

0

−1

⎤
⎦+ c2

⎡
⎣ 0

1

0

⎤
⎦ ( c1 、 c2 不全為 0)
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因

A−1 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

3

2
0 1

−1

2

1

2
−1

2

−1

2
0 0

⎤
⎥⎥⎥⎦

由 det(A−1 − λI) = 0 可得 A−1 的特徵值為 λ =
1

2
、

1

2
、 1 , 將 λ =

1

2
代回

(A−1 − λI)V = 0 中可得

⎡
⎢⎢⎣

1 0 1

−1

2
0 −1

2

−1

2
0 −1

2

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎣ v1

v2

v3

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 0

0

0

⎤
⎦

故對應的特徵向量為

V = c1

⎡
⎣ 1

0

−1

⎤
⎦+ c2

⎡
⎣ 0

1

0

⎤
⎦ ( c1 、 c2 不全為 0)

故 λ = 2 為 A 的特徵值 , 則 λ =
1

2
為 A−1 的特徵值 , 且對應的特徵向量均為

c1

⎡
⎣ 1

0

−1

⎤
⎦+ c2

⎡
⎣ 0

1

0

⎤
⎦ ( c1 、 c2 不全為 0)

3. (10分) 藉由考慮級數
∞∑

n=1

zn 之收斂性 , 証明

∞∑
n=1

rn cos nθ =
r cos θ − r2

1 − 2r cos θ + r2
, 0 < r < 1

《喻超凡, 喻超弘 101電力、 電子、 電信高考》

《解》 � 因
∞∑

n=1

zn =
z

1 − z
(|z| < 1)
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故令 z = r eiθ (0 < r < 1) 代回上式, 可得

∞∑
n=1

(r eiθ)n =
∞∑

n=1

rn(cos nθ + i sin nθ)

=
r eiθ

1 − r eiθ

=
r(cos θ + i sin θ)

1 − r(cos θ + i sin θ)

=
r(cos θ + i sin θ)

(1 − r cos θ) − i r sin θ

=
r(cos θ + i sin θ){(1 − r cos θ) + i r sin θ}

(1 − r cos θ)2 + r2 sin2 θ

故

∞∑
n=1

rn cos nθ = Re{
∞∑

n=1

(r eiθ)n}

= Re

[
r(cos θ + i sin θ){(1 − r cos θ) + i r sin θ}

(1 − r cos θ)2 + r2 sin2 θ

]

=
r cos θ(1 − r cos θ) − r2 sin2 θ

(1 − r cos θ)2 + r2 sin2 θ

=
r cos θ − r2

1 − 2r cos θ + r2
(0 < r < 1)

4. 解 (1 + x2) (dy − dx) = 2xy dx , 條件為 y(0) = 1 。 (10分)

《喻超凡, 喻超弘 101電力、 電子、 電信高考》

《解》 � 原式可改寫成
dy

dx
− 2x

1 + x2
y = 1

為一階線性 ODE , 積分因子為

I = exp{
∫

− 2x

1 + x2
dx} = exp{− ln |1 + x2|} =

1

1 + x2

故

Iy(x) =

∫
1

1 + x2
dx = tan−1 x + c
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即

y(x) = (1 + x2) tan−1 x + c(1 + x2)

再由 y(0) = 1 = c , 故

y(x) = (1 + x2) tan−1 x + (1 + x2)
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14. 定義函數 f(t) 的傅立葉轉換 (Fourier transform) 為 F (w) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iwt dt ,

其中 i =
√−1, 求 f(t) sin(w0t) 的傅立葉轉換為何 ?

(A)
i

2
{F (w + w0) − F (w − w0)} (B)

1

2
{F (w + w0) − F (w − w0)}

(C)
1

2
{F (w + w0) + F (w − w0)} (D)

i

2
{F (w + w0) + F (w − w0)}

《喻超凡, 喻超弘 101電力、 電子、 電信高考》

《解》 � (A) ; 因 F{f(t)} = F (w) , 故

F{f(t) sin(w0t)} = F{f(t)
1

2i
(eiw0t − e−iw0t)}

=
1

2i
{F (w − w0) − F (w + w0)}

= − i

2
{F (w − w0) − F (w + w0)}

15. 級數
∞∑

n=1

(−1)n

10n
(x − 5)n 的收斂半徑 (radius of convergence ) 為何 ?

(A)
1

10
(B)

1

5
(C)

√
10 (D) 10

《喻超凡, 喻超弘 101電力、 電子、 電信高考》

《解》 � (D) ; 由

|x − 5| < lim
n→∞

∣∣∣
(−1)n

10n

(−1)n+1

10n+1

∣∣∣ = 10

故收斂半徑為 10
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《解》 � 因

∇f =
∂f

∂x

#»
i +

∂f

∂y

#»
j +

∂f

∂z

#»

k = 2x
#»
i + 2y

#»
j + 2z

#»

k

故曲面在 (0 , 0 , 4) 處的法向量為

#»n = ∇f(0 , 0 , 4) = 8
#»

k

因此在點 (0 , 0 , 4) 處的切平面為

8(z − 4) = 0 即 z = 4

法線參數式為 ⎧⎨
⎩

x = 0

y = 0

z = 4 + 8t

3. 矩陣 A =

⎡
⎣ cos θ × sin θ − cos θ − sin2 θ

cos2 θ sin θ − cos θ × sin θ

sin θ 0 cos θ

⎤
⎦ , 求 :

(1) A 是否為一正交矩陣 (orthogonal matrix ) ? 請簡要說明之 。 (5分)

(2) A 的反矩陣為何 ? (5分)

(3) | det(A)| = ? (亦即矩陣 A 的行列式值的絕對值)

《喻超凡, 喻超弘 101鐵路電力、 電子特考》

《解》 �
(1) 因

(cos θ × sin θ)2 + (cos2 θ)2 + sin2 θ = cos2 θ + sin2 θ = 1

(− sin2 θ)2 + (− cos θ × sin θ)2 + cos2 θ = sin2 θ + cos2 θ = 1

(cos θ × sin θ)(− sin2 θ) + cos2 θ(− cos θ × sin θ) + sin θ × cos θ

= − sin θ × cos θ + sin θ × cos θ = 0

故 A 矩陣的行向量為一組正規化正交集合,故 A 為正交矩陣 。

(2) A−1 = AT =

⎡
⎣ cos θ × sin θ cos2 θ sin θ

− cos θ sin θ 0

− sin2 θ − cos θ × sin θ cos θ

⎤
⎦
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《解》 � (A) ;

(1 , 2 , −1) = a(1 , 0 , 1) + b(0 , −1 , 2) + c(2 , 3 , −5)

即 ⎧⎨
⎩

a + 2c = 1

−b + 3c = 2

a + 2b − 5c = −1

故 a = 5 、 b = −8 、 c = −2 , 即

[x]B′ = (5 , −8 , −2)

7. A =

⎡
⎣ 3 0 2 2

−6 42 24 54

24 −21 2 −13

⎤
⎦ 則 Rank (A) = ?

(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4 《喻超凡, 喻超弘 101鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (B) ;

A =

⎡
⎣ 3 0 2 2

−6 42 24 54

24 −21 2 −13

⎤
⎦ R

(2)
12 R

(−8)
13

GGGGGGGGGGGGA

⎡
⎣ 3 0 2 2

0 42 28 58

0 −21 −14 −29

⎤
⎦

Rank (A) = 2

8. 有一個矩陣 A =

⎡
⎣ 2 −3 1

5 10 6

8 −7 5

⎤
⎦ , 請問下面何者正確 ?

(A) 此矩陣的秩 (rank) 為 3 ?

(B) [ 1 0 0.8 ] , [ 0 1 0.2 ] , [ 0 0 1 ] 為矩陣 A 的列空間 (row space) 基底

(C) [ 1 0
23

7
]T , [ 0 1

2

7
]T , [ 0 0 1 ]T 為矩陣 A 的行空間 (column space) 基底

(D) A 的行列式值 = 0 《喻超凡, 喻超弘 101鐵路電力、 電子特考》
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《解》 � (D) ;

det(A) =
1

10

∣∣∣∣ 35 −28

−115 92

∣∣∣∣ = 0

9. A =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 −2 3

4 5 1 0

0 2 6 −1

−3 8 9 1

⎤
⎥⎥⎦ , 則 A 的行列式值 (determinant) 為何 ?

(A) 123 (B) 234 (C) 456 (D) 567

《喻超凡, 喻超弘 101鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (D)

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −2 3

4 5 1 0

0 2 6 −1

−3 8 9 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
5 9 −12

2 6 −1

8 3 10

∣∣∣∣∣∣ =
1

6

∣∣∣∣ 12 63

−42 63

∣∣∣∣ = 63 × 9 = 567

10. 下列何者不為正交矩陣 (orthogonal matrix) ?

(A)

[
1 0

0 1

]
(B)

[
0 −1

1 0

]
(C)

⎡
⎢⎣

√
3

2

1

2

−1

2

√
3

2

⎤
⎥⎦ (D)

⎡
⎣ 1 0 0

0 −1 0

0 1 0

⎤
⎦

《喻超凡, 喻超弘 101鐵路電力、 電子特考》

《解》 � (D) ; 行向量大小不為 1 。
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3. 101年國家安全局情報人員電子組特考

甲、 申論題部分 (50分)

1. (15分) 請應用留數定理 (Residue Theorem ) 計算下列積分∫ ∞

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

《喻超凡, 喻超弘 101安全局電子組》

《解》 � 令 f(z) =
x2

(z2 + 1)(z2 + 4)
, 故 z = ±i 、 ±2i 為 f(z) 的一階極點 。 但僅有

z = i 、 z = 2i 在上半平面 , 且其殘值為

Resf(i) = lim
z→i

z2

2z(z2 + 4)
=

i

2(−1 + 4)
=

i

6

Resf(2i) = lim
z→2i

z2

(z2 + 1)2z
=

2i

(−4 + 1)2
= − i

3

故 ∫ ∞

0

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx =

1

2

∫ ∞

−∞

x2

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

=
1

2
× 2πi{Resf(i) + Resf(2i)}

= πi(
i

6
− i

3
) =

π

6

2. 設 T : R
3 → R

3 為一線性轉換 (linear transformation) , 定義如下 :⎧⎨
⎩

y1 = ax1 + 2x2

y2 = x2 + x3

y3 = 3x1 + 5x2 + ax3

( 其中 a 為一常數 )

(1) 若 T 的反轉換 (inverse transformation) 存在 , 則常數 a 之值有何限制 ? (7

分)

(2) 設 a = 1 , 求 T 的反轉換 。 (8分) 《喻超凡, 喻超弘 101安全局電子組》
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令

P = [V1 V2] =

[
2 1

3 −1

]

故

P −1AP = D =

[
4 0

0 −1

]

(3) ODE 的齊次解為

Xh = α1V1 e4t + α2V2 e−t

再令 ODE 的特解為

Xp =

[
a

b

]
e2t

代回 ODE 中可得

2

[
a

b

]
e2t =

[
1 2

3 2

][
a

b

]
e2t +

[
0

1

]
e2t

即 {
a − 2b = 0

3a + 1 = 0

故 a = −1

3
、 b = −1

6
, 則

Xp =

⎡
⎣ −1

3

−1

6

⎤
⎦ e2t

因此 ODE 的通解為

X =

[
x1(t)

x2(t)

]
= Xh + Xp = α1

[
2

3

]
e4t + α2

[
1

−1

]
e−t +

⎡
⎣ −1

3

−1

6

⎤
⎦ e2t

再由

X(0) =

[
x1(0)

x2(0)

]
=

[
0

0

]
= α1

[
2

3

]
+ α2

[
1

−1

]
+

⎡
⎣ −1

3

−1

6

⎤
⎦

可解 α1 =
1

10
、 α2 =

2

15
, 即

[
x1(t)

x2(t)

]
=

1

10

[
2

3

]
e4t +

2

15

[
1

−1

]
e−t +

⎡
⎣ −1

3

−1

6

⎤
⎦ e2t
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再令

P = [X1 X2 X3] =

⎡
⎣ 1 1 1

−1 0 1

0 −1 1

⎤
⎦

故

P −1AP = D =

⎡
⎣ 8 0 0

0 8 0

0 0 11

⎤
⎦

2. 試計算

∮
C

5z + 7

z2 + 2z − 3
dz , 其中曲線 C 之定義為 |z − 2| = 2 之圓 。 (10分)

《喻超凡, 喻超弘 101電子技師》

《解》 � 令 f(z) =
5z + 7

z2 + 2z − 3
, 則 f(z) 具有 z = 1 、 z = −3 的一階 poles , 只有 z = 1

在 C 內 , 且

Resf(1) =
5z + 7

2z + 2

∣∣∣
z=1

=
12

4
= 3

故 ∮
C

5z + 7

z2 + 2z − 3
dz = 2π i Resf(1) = 6π i

3. (1) 試求函數 f(x) =

{−k , −π < x < 0

k , 0 < x < π
之傅利葉級數 ; (10分)

(2) 使用 (1) 之結果試求級數和 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · 。 (5分)

《喻超凡, 喻超弘 101電子技師》

《解》 �
(1) 因 f(x) 為奇函數 , 故令

f(x) =
∞∑

n=1

bn sin nx

其中

bn =
2

π

∫ π

0

k sin nx dx =
2k

π
(−cos nx

n
)
∣∣∣π
0

=
2k

π

1 − cos nπ

n
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