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2 喻超凡叢書 第 1 章 基礎數學

(2) 若 G(x) 為 f(x) 之反導數, 則

∫ b

a

f(x) dx = G(b) −G(a) = G(x)
∣∣b
a
。

6. 克萊瑪定理 (Cramer’s theorem)†

設聯立方程式為 ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn

(1.1)

令

A =

⎡
⎢⎢⎣
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... · · · ...

an1 an2 · · · ann

⎤
⎥⎥⎦ , X =

⎡
⎢⎢⎣
x1

x2
...

xn

⎤
⎥⎥⎦ , B =

⎡
⎢⎢⎣
b1

b2
...

bn

⎤
⎥⎥⎦

(1) Cramer’s rule‡ : 若 B �= 0 , 即 B 不為0矩陣 , 且 det(A) �= 0 , 令 Aj 為矩陣

A 的第 j 行用 B 矩陣替換後的矩陣 , 則 (1.1) 式的解為

x1 =
det(A1)

det(A)
, x2 =

det(A2)

det(A)
, · · · , xn =

det(An)

det(A)

(2) 若 B = 0 , 即方程式為⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0
...

...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = 0

(1.2)

則 (1.2) 式稱為 (1.1) 式的齊次聯立方程式 。

(a) 若 det(A) �= 0 , 若且唯若 (1.2) 式只有 x1 = x2 = · · · = xn = 0 的解

(trivial solution) 。

(b) 若 det(A) = 0 , 若且唯若 (1.2) 式存在一組 x1 、 x2 、 · · · 、 xn 不全為零
的解 (nontrivial solution) 。

†Gabriel Cramer(July 1704∼Jan 1752) 瑞士數學家 。
‡該法則為 Gabriel Cramer 於 1750 發表在 Introduction to the analysis of algebraic curves 上, 文獻上

記載該法則於1729年先由英國數學家 Colin Maclaurin所推導出來的,並於 1748年發表在Treatise of Algebra
上。
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84 喻超凡叢書 第 1 章 基礎數學

=

∫ ∞

0

(
y

y + b
)p−1(

b

y + b
)q−1 b

(y + b)2
dy

= bq
∫ ∞

0

yp−1

(y + b)p+q
dy

(3) 令 x = sin2 θ , 則 1 − x = cos2 θ 、 dx = 2 sin θ cos θ dθ , 且
x 0 1

θ 0 π/2
, 代

入 (1) 式 , 可得

B(p , q) =

∫ 1

0

xp−1(1 − x)q−1dx

=

∫ π
2

0

(sin2 θ)p−1(1 − sin2 θ)q−12 sin θ cos θ dθ

=

∫ π
2

0

(sin2 θ)p−1(cos2 θ)q−12 sin θ cos θ dθ

= 2

∫ π
2

0

(sin θ)2p−1(cos θ)2q−1 dθ

3. 主要特性

(1) B(p , q) = B(q , p) ; (p > 0 , q > 0)

(2) B(p , q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q)
; (p > 0 , q > 0)

(3) B(p , 1 − p) = Γ(p)Γ(1 − p) =
π

sin pπ
; (0 < p < 1)

(4)

∫ π
2

0

cosm θ sinn θ dθ =
1

2
B(

m + 1

2
,
n + 1

2
) ; (

m + 1

2
> 0 ,

n + 1

2
> 0)

(5)

∫ ∞

0

xa

(x + b)m
dx =

1

bm−(a+1)
B
[
(a + 1) , m− (a + 1)

]
(a + 1 > 0 , m− (a + 1) > 0)
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100 喻超凡叢書 第 2 章 一階 ODE 及其應用

2.1.2 常微分方程式的解

1. 解(solution) 之定義 :

凡是能夠滿足 ODE 的函數 , 即稱為 ODE 的解 。

2. 解的分類 : 設 n 階 ODE 為 y(n)(x) = f(x , y , y′ , · · · , y(n−1))

(1) 通解 : 若在 ODE的解中, 任意獨立常數的個數 , 等於此 ODE的階數時, 該

解稱為 ODE 的通解 (general solution) 。

(2) 特解 : 若 ODE 的解, 是由通解所求得的, 且不含任意常數的解, 稱為 ODE

的特解 (particular solution) 。

(3) 異解 : 無法由 ODE的通解求得 ,但仍能滿足 ODE的解,稱為異解 (singular

solution) 。

3. 解的幾何意義 :

(1) ODE的通解表示 xy 平面上的某一曲線族 。而特解為此曲線族中的某一條曲

線 。

(2) ODE的異解僅可能發生在高次或非線性 ODE 中 , 其幾何意義為通解的曲線

族的包絡線或公切線 。
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2.2 正合 ODE ( Exact ODE ) 喻超凡叢書 123

代入 φ(x, y) = c 中 , 可得 ODE 的通解為

−y cos 2x + 2xy2 + sin y = c2 (c2 = c− c1)

3. Please solve the differential equation

(x2 + 2xy − y2)dx + (y2 + 2xy − x2)dy = 0

(a) Please verify that the differential equation is exact or not.

(b) Please show that the integrating factor μ(x , y) = (x + y)−2.

(c) Please solve the differential equations. 《台大電子》

《解》 �
(a) 令 {

M = x2 + 2xy − y2

N = y2 + 2xy − x2

則 ⎧⎪⎨
⎪⎩

∂M

∂y
= 2x− 2y

∂N

∂x
= 2y − 2x

因
∂M

∂y
�= ∂N

∂x
, 故 ODE 不為正合 。

(b) 因
∂M

∂y
− ∂N

∂x

N −M
=

4(x− y)

2(y2 − x2)
= − 2

x + y

故積分因子為

μ(x , y) = exp{
∫

− 2

x + y
d(x + y)} = exp{−2 ln |x + y|} =

1

(x + y)2

(c) 將 μ(x , y) =
1

(x + y)2
乘回 ODE 中可得

1

(x + y)2
{(x2 + 2xy − y2)dx + (y2 + 2xy − x2)dy} = 0
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132 喻超凡叢書 第 2 章 一階 ODE 及其應用

習 題 解 答

1. x4 − x2y2 − 4xy + 6x = c

2. xy +
y3 − x3

3
= c

3. x2y3 + 2x + ey = c

4. x3y + xy2 + x− y = c

5.
1

3
x3 − x2y − cos y = c

6. 2x + sin(xy) = c

7. exy = 4y3 + 5

8. x cos(xy) + y2 = c

9. ex sin y + 3xy = c

10.
x2

2
− xy − y2

2
= c

11. −3x2

2
+ xy + 6x +

y2

2
+ 2y = c

12. y2(1 − x2) − cos2 x = 3

13. 積分因子為 y , 通解為 xy2− 2y5 = c

14. 積分因子為
1

y
, 通解為 xy + ln |y| = c

15. xy + y2 +
2x

y2
= c

16. x2y3 − 2x3y2 = c

17. tan−1(xy) + x = c

18. x2 + ln
∣∣1 + xy

1 − xy

∣∣ = c

19.
1

4
x4 +

1

3
x3 +

1

2
x2y2 = c

20. 3x3y2 − x2y3 = c

21.
1

2
(x2 + y2) + tan−1 y

x
= c

22.
1

2
(
y

x
)2 − 4 ln |x| = c

23. − 1

2x2
− 1

x3
− 1

2
(
y

x2
)2 = c
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230 喻超凡叢書 第 3 章 高階 ODE 及其應用

解上式可得 m = ±i 、 m = −1 ± 3i, 故

y(x) = c1 sin x + c2 cosx + e−x(c3 cos 3x + c4 sin 3x)

6. Two students solve the same initial value problem y′′(x) + ay′(x) + by(x) = 0

with given initial conditions y(0) = A and y′(0) = B. Using wrong constants

for b and B, one student got the solution yA(x) = e−2x(cos 3x + 2 sin 3x).

Using wrong constants for a and A, the other one got the solution

yB(x) = −3ex + 2e3x. Find the correct constants for a, b, A and B and solve

the initial value problem. 《台大電機C》

《解》 �
(a) 解的型式 : 令 y(x) = emx 代回 ODE 中可得

m2 + am + b = 0 (1)

當 b 用錯時 ODE 的解為

yA(x) = e−2x(cos 3x + 2 sin 3x)

故 (1) 式的解為 m = −2± 3i , 因此正確的 a = −(−2 + 3i− 2− 3i) = 4 , 當

a 用錯時 ODE 的解為

yB(x) = −3ex + 2e3x

故 (1) 式的解為 m = 1 、 3 , 因此正確 b = 1 · 3 = 3 , 故 a 、 b 同時用對時的

特性方程式為

m2 + 4m + 3 = 0

因此正確的 m = −1 、 −3 , 正確 ODE 的通解為

y(x) = c1e
−x + c2e

−3x (2)

(b) 討論 I.C. : b 用錯且 y′(0) = B 亦看錯的解為

yA(x) = e−2x cos 3x + 2e−2x sin 3x

故正確 A = yA(0) = 1 ; a 看錯且 y(0) = A 亦看錯的解為

yB(x) = −3ex + 2e3x
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234 喻超凡叢書 第 3 章 高階 ODE 及其應用

故所求的 ODE 為

d3y

dx3
− d2y

dx2
− 8

dy

dx
+ 12y(x) = 7e2x

12. For each of the following problems, find, respectively, a differential equation

having the given function as a general solution.

(a) y(x) = c1 cosx + c2 sin x + x.

(b) y(x) = c1e
−3x + c2e

x +
4

5
e2x. 《台大機械》

《解》 �
(a) 因 ODE 的通解為

y(x) = c1 cos x + c2 sin x + x

故 ODE 的齊次解為 yh(x) = c1 cos x + c2 sin x , 特解為 yp(x) = x, 因 ODE

的齊次解為 yh(x) = c1 cosx + c2 sin x , 故 ODE 的特性根為 ±i , 因此 ODE

的特性方程式為

(m− i)(m + i) = m2 + 1 = 0

因此可令原 ODE 為

y′′(x) + y(x) = R(x) (1)

再將特解 yp(x) = x 代入 (1) 式 , 可得 R(x) = x , 故 ODE 為

y′′(x) + y(x) = x

(b) 因 ODE 的通解為

y(x) = c1e
−3x + c2e

x +
4

5
e2x

故 ODE 的齊次解為 yh(x) = c1e
−3x + c2e

x , 特解為 yp(x) =
4

5
e2x, 因 ODE

的齊次解為 yh(x) = c1e
−3x + c2e

x , 故 ODE的特性根為 −3 、 1 , 因此 ODE

的特性方程式為

(m + 3)(m− 1) = m2 + 2m− 3 = 0

因此可令原 ODE 為

y′′(x) + 2y′(x) − 3y(x) = R(x) (2)

再將特解 yp(x) =
4

5
e2x 代入 (2) 式 , 可得 R(x) = 4e2x , 故 ODE 為

y′′(x) + 2y′(x) − 3y(x) = 4e2x
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3.2 常係數線性 ODE 喻超凡叢書 239

由 Cramer’s rule 可得

φ′i(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 · · · yi−1 0 yi+1 · · · yn

y′1 · · · y′i−1 0 y′i+1 · · · y′n
...

...
...

...
...

...
...

y
(n−1)
1 · · · y

(n−1)
i−1 R/an y

(n−1)
i+1 · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 · · · · · · yn

y′1 y′2 · · · · · · y′n
...

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 · · · · · · y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(−1)n+i W (y1 , · · · , yi−1 , yi+1 , · · · , yn)
R(x)

an(x)

W (y1 , y2 , · · · , yn)

(i = 1 , 2 , · · · , n)

其中 W (y1 , y2 , · · · , yn)為 y1(x) 、 y2(x) 、 · · · 、 yn(x) 之 Wronskian 行列式

(5) 將 (4) 中的 φ′i(x) 積分可得 φi(x) 再代回 (3.13) 式 , 即可求得 ODE 的特解

yp(x) 。

3. 討論

(1) n = 2

設方程式為 a2(x)y′′(x) + a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = R(x)

(i) 已知 ODE 的齊次解為 yh(x) = c1y1(x) + c2y2(x) , 其中 W (y1 , y2) �= 0 。

(ii) 令 yp(x) = φ1(x)y1(x) + φ2(x)y2(x) , 代回原 ODE 可得⎧⎨
⎩

φ′1(x)y1(x) + φ′2(x)y2(x) = 0

φ′1(x)y′1(x) + φ′2(x)y′2(x) =
R(x)

a2(x)

故 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

φ′1(x) = −
R(x)

a2(x)
y2(x)

W (y1 , y2)

φ′2(x) =

R(x)

a2(x)
y1(x)

W (y1 , y2)

則

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

φ1(x) =

∫
−

R(x)

a2(x)
y2(x)

W (y1 , y2)
dx

φ2(x) =

∫ R(x)

a2(x)
y1(x)

W (y1 , y2)
dx
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240 喻超凡叢書 第 3 章 高階 ODE 及其應用

(2) n = 3

設方程式為 a3(x)y′′′(x) + a2(x)y′′(x) + a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = R(x)

(i) 已知 ODE 的齊次解為 yh(x) = c1y1(x) + c2y2(x) + c3y3(x) , 其中

W (y1 , y2 , y3) �= 0 。

(ii) 令 yp(x) = φ1(x)y1(x) + φ2(x)y2(x) + φ3(x)y3(x) , 代回原 ODE 可得

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

φ′1(x)y1(x) + φ′2(x)y2(x) + φ′3(x)y3(x) = 0

φ′1(x)y′1(x) + φ′2(x)y′2(x) + φ′3(x)y′3(x) = 0

φ′1(x)y′′1(x) + φ′2(x)y′′2(x) + φ′3(x)y′′3 (x) =
R(x)

a3(x)

故⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

φ′1(x) =

R(x)

a3(x)
W (y2 , y3)

W (y1 , y2 , y3)

φ′2(x) =

−R(x)

a3(x)
W (y1 , y3)

W (y1 , y2 , y3)

φ′3(x) =

R(x)

a3(x)
W (y1 , y2)

W (y1 , y2 , y3)

則

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

φ1(x) =

∫ R(x)

a3(x)
W (y2 , y3)

W (y1 , y2 , y3)
dx

φ2(x) = −
∫ R(x)

a3(x)
W (y1 , y3)

W (y1 , y2 , y3)
dx

φ3(x) =

∫ R(x)

a3(x)
W (y1 , y2)

W (y1 , y2 , y3)
dx

上式中的 W (y1 , y2 , y3) 稱為 Wronskian 行列式, 且

W (y1 , y2) =

∣∣∣∣ y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣
W (y1 , y2 , y3) =

∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) y3(x)

y′1(x) y′2(x) y′3(x)

y′′1(x) y′′2(x) y′′3(x)

∣∣∣∣∣∣
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304 喻超凡叢書 第 3 章 高階 ODE 及其應用

3.3 等維線性常微分方程式

3.3.1 Euler - Cauchy 線性常微分方程式

1. n 階 Euler - Cauchy∗ 線性 ODE 標準式

anx
n d

ny

dxn
+ an−1x

n−1 d
n−1y

dxn−1
+ · · · + a1x

dy

dx
+ a0y(x) = R(x) (3.19)

其中 an 、 an−1 、 · · · a1 、 a0 均為常數, 且 an �= 0 。 (3.19) 式稱為 Euler - Cauchy

ODE 。

2. 解題步驟 :

(1) 令 x = et 則 t = ln x (∀ x > 0) , 因此

dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
=

1

x

dy

dt

故 x
dy

dx
=

dy

dt
= Dty , 其中 Dt =

d

dt
, 且

d2y

dx2
=

d

dx
(
dy

dx
) =

d

dx
(
1

x

dy

dt
) = − 1

x2
dy

dt
+

1

x

dt

dx

d

dt
(
dy

dt
)

= − 1

x2
dy

dt
+

1

x2
d2y

dt2

故

x2
d2y

dx2
=

d2y

dt2
− dy

dt
= Dt(Dt − 1)y

同理

x3
d3y

dx3
= Dt(Dt − 1)(Dt − 2)y

公式 xn
dny

dxn
= Dt(Dt − 1)(Dt − 2) · · · (Dt − n + 1)y

(2) 將 (1) 的結果代回 (3.19) 式中 , 則可化簡成變數為 t 的常係數線性 ODE 。

(3) 利用常係數線性 ODE 的解題方法 , 求出通解 y(t) 。

(4) 將 t = lnx 代回 y(t) 中 , 即可求得 (3.19) 式的通解 y(x) 。

∗Leonhard Euler(April 1707∼Sept 1783) 瑞士偉大的數學家。 自然對數基底 e = 2.718281828459045...
就是以 Euler 的第一個英文字母 e 來命名的。 Augustin Louis Cauchy(Aug 1789∼May 1857) 法國數學家,
一生發表了789篇有關數學的論文。 因為 Euler 一生所作的研究非常廣泛, 發表的方程式及定理太多了, 後人為
了方便區分這些方程式及定理,通常都會加上繼 Euler 之後第一個研究此方程式及定理的人,本方程式的解法為
Euler 最先發表的, 而 Cauchy 是後繼第一個研究此方程式的人, 故此方程式一般稱為 Euler-Cauchy 方程式,
亦可稱為 Euler 方程式, 讀者可參考 ”Differential Equations with Applications and Historical Notes” By
Simmons page 86.
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330 喻超凡叢書 第 3 章 高階 ODE 及其應用

2. n 階正合 ODE 的判別式

設 n 階線性 ODE 為

an(x)y(n)(x) + an−1(x)y(n−1)(x) + · · · + a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = R(x)

則 ODE 為正合的條件為

a0(x) − a′1(x) + a′′2(x) + · · · + (−1)na
(n)
n (x) = 0

3.4.2 因式分解法

設二階線性 ODE 為

a2(x)y′′(x) + a1(x)y′(x) + a0(x)y(x) = R(x) (3.27)

令 D =
d

dx
, 故 ODE 可改寫成

{a2(x)D2 + a1(x)D + a0(x)}y(x) = R(x)

若可因式分解成

[
b1(x)D + c1(x)

] [
b2(x)D + c2(x)

]
y(x) = R(x) (3.28)

先令

z(x) = {b2(x)D + c2(x)}y(x) = b2(x)y′(x) + c2(x)y(x) (3.29)

代回 (3.28) 式中 , 可得

{b1(x)D + c1(x)}z(x) = R(x)

上式為一階線性 ODE , 故可求出 z(x) 。 再將 z(x) 代回 (3.29) 式中 , 即可得

b2(x)y′(x) + c2(x)y(x) = z(x)

亦為一階線性 ODE , 即可求出 (3.27) 式的通解 y(x) 。

NOTE : 若 L1(D) 、 L2(D) 均為等維線性微分運算子 , 或均為常係數微分運算子時 ,

則

L1(D)L2(D) = L2(D)L1(D)
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故可令

u(x) = exp{−1

2

∫
P (x) dx} = exp{−1

2

∫
2x dx} = e−x2/2

並再令

y(x) = u(x)v(x) = e−x2/2v(x)

代回原 ODE 可得

v′′(x) − v(x) = 0

利用常係數線性 ODE 解題方法可解得

v(x) = c1e
x + c2e

−x

故原 ODE 的解為 y(x) = u(x)v(x) = e−x2/2 (c1 e
x + c2 e

−x)

19. Please solve x2
d2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (x2 − 1

4
)y = x3/2 sin x. 《南交光電》

《解》 � 原式可改寫成

y′′ +
1

x
y′ + (1 − 1

4x2
)y =

sin x√
x

(1)

令 P (x) =
1

x
、 Q = (1 − 1

4x2
) , 因

Q− 1

2
P ′ − 1

4
P 2 = 1 − 1

4x2
+

1

2
· 1

x2
− 1

4
· 1

x2
= 1

因此令

u(x) = exp{
∫

−P

2
dx} = exp{

∫
− 1

2x
dx} = exp{−1

2
ln |x|} =

1√
x

再令 y(x) = u(x)v(x) 代回 (1) 式可得

v′′(x) + v(x) =

sin x√
x

1√
x

= sin x

故

v(x) = c1 cosx + c2 sin x− x

2
cosx
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分離變數可得
dz

z
= 2x dx

兩端積分可得

ln |z| = x2 + c∗1

上式兩端取指數可得 z = c1 e
x2

, 代回 (D + 2x)y = z 中可得

y′ + 2x y = c1 e
x2

上式為一階 ODE , 積分因子為 I = e
∫
2x dx = ex

2

, 故

Iy(x) =

∫
ex

2 × c1 e
x2

dx + c2

故 ODE 的通解為

y(x) = c1e
−x2

∫
e2x

2

dx + c2 e
−x2

3. Analytically find the general solutions for

x2y′′ + (x3 − 3x)y′ − 2x2y = 0

where ′ =
d

dx
. 《交大土木甲》

《解》 � 原式可改寫成

{xD2 + (x2 − 3)D − 2x}y = 0

可因式分解成

(xD − 3)(D + x)y = 0

令 z = (D + x)y, 故可得

(xD − 3)z = 0 ⇒ xz′ − 3z = 0

或
dz

z
− 3

x
dx = 0

兩端積分可得

ln |z| − 3 ln |x| = c∗1
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A = {s
3 + s + 1

s2 + s + 1
}′
∣∣∣
s=1

= { 3s2 + 1

s2 + s + 1
+

(s3 + s + 1) · (−1)(2s + 1)

(s2 + s + 1)2
}
∣∣∣
s=1

=
4

3
− 3 × 3

9
=

1

3

B =
s3 + s + 1

(s2 + s + 1)

∣∣∣
s=1

= 1

對 (1) 式兩端乘 s 取 s → ∞ , 可得 1 = A + C, 故 C =
2

3
, 再令 s = 0 代回

(1) 式可得

1 = −A + B + D

故 D =
1

3
, 則

L
−1{ s3 + s + 1

(s− 1)2(s2 + s + 1)
} = L

−1{ 1

3(s− 1)
+

1

(s− 1)2
+

2s + 1

3(s2 + s + 1)
}

=
1

3
et + t et +

1

3
L

−1{ 2(s + 1
2)

(s +
1

2
)2 + (

√
3

2
)2
}

=
1

3
et + t et +

2

3
e−

1
2
t cos(

√
3

2
t)

3. 求 L
−1{ s4 + s + 1

s2(s− 1)(s− 2)2
} 。

《解》 �
s4 + s + 1

s2(s− 1)(s− 2)2
=

A

s
+

B

s2
+

C

s− 1
+

D

s− 2
+

E

(s− 2)2
(1)

A = { s4 + s + 1

(s− 1) (s− 2)2
}′
∣∣∣
s=0

= { 4s3 + 1

(s− 1) (s− 2)2
+

(s4 + s + 1)(−1)

(s− 1)2(s− 2)2
+

(s4 + s + 1)(−2)

(s− 1)(s− 2)3
}
∣∣∣
s=0

= −1

4
− 1

4
− 1

4
= −3

4

B =
s4 + s + 1

(s− 1)(s− 2)2

∣∣∣
s=0

= −1

4
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4.3 特殊函數之Laplace 轉換 喻超凡叢書 495

10. 三極單位函數 (Unit Triplet Function) 如下圖

定義為

T (t) = lim
ε→0

H(t) − 3H(t− ε) + 3H(t− 2ε) −H(t− 3ε)

ε3

求 L {T (t)} 。

x

y

1

ε3

− 2

ε3

ε 2ε 3ε

《解》 �

L {T (t)} = lim
ε→0

[ 1

ε3
L {H(t) − 3H(t− ε) + 3H(t− 2ε) −H(t− 3ε)} ]

= lim
ε→0

[ 1

ε3
{1

s
− 3

e−ε s

s
+ 3

e−2ε s

s
− e−3ε s

s
} ]

= lim
ε→0

3s e−ε s − 6s e−2ε s + 3s e−3ε s

3ε2 s

= lim
ε→0

−3s2 e−ε s + 12s2 e−2ε s − 9s2 e−3ε s

6ε s

= lim
ε→0

3s3 e−ε s − 24s3 e−2ε s + 27s3 e−3ε s

6 s

= s2
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d2y

dx2
=

d

dx
(
dy

dx
) =

dt

dx

d

dt
(
dy

dt
) =

d2y

dt2

代回 ODE 中可得
d2y

dt2
+ y = 2(t +

π

4
) = 2t +

π

2
(1)

且初條件為 y(t)
∣∣∣
t=0

=
π

2
、
dy

dt

∣∣∣
t=0

= 2 −
√

2 , 對 (1) 式兩端取 Laplace 轉換

L {d
2y

dt2
+ y(t)} = L {2t +

π

2
}

可得

{s2Y (s) − sy(0) − y′(0)} + Y (s) =
2

s2
+

π

2
· 1

s

其中 L {y(t)} = Y (s) , 整理可得

(s2 + 1)Y (s) =
π

2
s + 2 −

√
2 +

2

s2
+

π

2s

即

Y (s) =
πs3 + 2(2 −√

2)s2 + 4 + πs

2s2(s2 + 1)
=

4 + πs

2s2
−

√
2

s2 + 1

故

y = L
−1{Y (s)}

= L
−1{ 2

s2
+

π

2s
−

√
2

s2 + 1
}

= 2t +
π

2
−
√

2 sin t

= 2(x− π

4
) +

π

2
−
√

2 sin(x− π

4
)

= 2x−
√

2 (sin x · cos
π

4
− cos x · sin

π

4
)

= 2x− sin x + cosx

5. y′′(t) + 5y′(t) + 4y(t) = 3 + δ(t)∗ (Method of Laplace transform). 《台大土木》

∗在工程數學或應用數學中, 利用 Laplace 轉換來求解 ODE 時 , δ(t) 及 H(t) 等函數的 Laplace 轉換為

L {δ(t)} = 1 、 L {H(t)} = 1
s , 一般常見的重要教課書並不會採用 L {δ(t)} = e−0s 、 L {H(t)} = 1

se
−0s,

因為用 Laplace 轉換來解 ODE 時 , 變數 t 的範圍已被限制為 t ≥ 0 了 , 所不必再加 e−0s , 讀者可參考
Erwin Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics, 9th Edition, pp.244, John Wiley & Sons, Inc.,
2006, ISBN-10:0-471-72897-7. 或 Peter V. O’Neil, Advanced Engineering Mathematics, 5th Edition,
pp.147-148, Brooks/Cole–Thomson Learning, Inc., 2003. 或 Dennis G. Zill, Michael R. Cullen, Advanced
Engineering Mathematics, second edition, pp.226-227 Brooks/Cole 1997, ISBN 0-7637-1357-0. 或 George
B. Arfken, Hans J. Weber Mathematical Methods for Physicist, International Edition, 6th Edition,
pp.975, John Wiley & Elsevier, Inc., 2005, ISBN 0-12-088584-0. Wolfram Research, Inc.
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508 喻超凡叢書 第 4 章 Laplace 轉換及其應用

故

(s2 + 16)Y (s) − 1 =
s

s2 + 16
− s

s2 + 16
e−πs

即

s2Y (s) − sy(0) − y′(0) + 16Y (s) = L {r(t)}
故 p(t) = 0 、 q(t) = 16, 且

r(t) = L
−1{ s

s2 + 16
− s

s2 + 16
e−πs}

= cos 4t− cos 4(t− π)H(t− π)

= cos 4t{1 −H(t− π)}

=

{
cos 4t ; 0 ≤ t < π

0 ; t ≥ π

因 L
−1{ s

(s2 + 42)2
} =

t

8
sin 4t , 故

y(t) = L
−1{Y (s)}

= L
−1{ 1

s2 + 16
+

s

(s2 + 16)2
− s

(s2 + 16)2
e−πs}

=
1

4
sin 4t +

t

8
sin 4t− {(t− π)

8
sin 4(t− π)}H(t− π) ; (t ≥ 0)

11. 証明 Dehamel 積分公式 。 設 《成大製造》

ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = δ(t) ; y(0) = y′(0) = 0

的解為 Yδ(t) 。 試証

ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = f(t) ; y(0) = y′(0) = 0

的解為 y(t) = Yδ(t) ∗ f(t) =

∫ t

0

Yδ(t− τ)f(τ) dτ

《解》 � 對

ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = δ(t) ; y(0) = y′(0) = 0

兩端取 Laplace 轉換可得

L {ay′′(t) + by′(t) + cy(t)} = L {δ(t)}
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702 喻超凡叢書 第 8 章 邊界值問題與廣義的 Fourier 級數

故 b1 = ±
√

3

2
, 同時

< g1 , g3 > =

∫ 1

−1

a0(c0 + c1x + c2x
2) dx

= (a0 c0 x + a0 c1
x2

2
+ a0 c2

x3

3
)
∣∣∣1
−1

= 2a0 c0 +
2

3
a0c2 = 0

故 2c0 +
2

3
c2 = 0, 即 c2 = −3c0 , 又

< g2 , g3 > =

∫ 1

−1

b1x(c0 + c1x + c2x
2) dx

= (b1c0
x2

2
+ b1c1

x3

3
+ b1c2

x4

4
)
∣∣∣1
−1

=
2

3
b1 c1 = 0

故 c1 = 0 , 因此

g3 = c0 + c1x + c2x
2 = c0 − 3c0x

2 = c0(1 − 3x2)

||g3|| =
√
< g3 , g3 > =

√∫ 1

−1

{c0(1 − 3x2)}2 dx

=

√∫ 1

−1

c20(1 − 6x2 + 9x4) dx

=

√
(c20(x− 2x3 +

9

5
x5)
∣∣∣1
−1

=

√
c20(2 − 4 +

18

5
)

= ±c0

√
8

5
= 1

故 c0 = ±
√

5

8
, 因此

g1 = ± 1√
2
, g2 = ±

√
3

2
x , g3 = ±

√
5

8
(1 − 3x2)
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8.3 Sturm-Liouville 邊界值問題 喻超凡叢書 709

故

λ =

−{p(x)y′(x)y(x)}
∣∣∣b
a

+

∫ b

a

p(x){y′(x)}2 dx−
∫ b

a

q(x)y2(x) dx∫ b

a

w(x)y2(x)dx

(8)

由題目已知

{p(x)y′(x)y(x)}
∣∣∣b
a

= p(b)y′(b)y(b) − p(a)y′(a)y(a) = 0 (9)

且再由題目已知 p(x) ≥ 0 、 q(x) ≤ 0 , ∀x ∈ [a , b] , 故∫ b

a

p(x){y′(x)}2dx ≥ 0 ;

∫ b

a

q(x)y2(x)dx ≤ 0 ;

∫ b

a

w(x)y2(x)dx > 0 (10)

把 (9) 、 (10) 代回 (8) 式中, 可得 λ ≥ 0 。

4. A boundary value problem having the form 《台大機械》

d

dx
{p(x)

dy

dx
} + q(x)y(x) + λw(x)y(x) = 0 , a ≤ x ≤ b

α1y(a) + α2y
′(a) = 0 and β1y(b) + β2y

′(b) = 0

Show that the eigenfunction y1(x) and y2(x) belonging to two different eigen-

values λ1 and λ2 are orthogonal with respect to w(x) in (a , b).

《解》 � 因特徵值 λ1 、 λ2 所對應之特徵函數為 y1(x) 、 y2(x), 故

{p(x)y′1(x)}′ + q(x)y1(x) + λ1w(x)y1(x) = 0 (1)

{p(x)y′2(x)}′ + q(x)y2(x) + λ2w(x)y2(x) = 0 (2)

由 (1) × y2(x) − (2) × y1(x) 可得

{p(x)y′1(x)}′y2(x) − {p(x)y′2(x)}′y1(x) + (λ1 − λ2)w(x)y1(x)y2(x) = 0 (3)

整理可得

{p(x)[y′1(x)y2(x) − y′2(x)y1(x)]}′ + (λ1 − λ2)w(x)y1(x)y2(x) = 0 (4)

Administrator
矩形



710 喻超凡叢書 第 8 章 邊界值問題與廣義的 Fourier 級數

對 (4) 式兩端取 a ∼ b 的積分, 可得

p(x){y′1(x)y2(x) − y′2(x)y1(x)}
∣∣∣b
a

+ (λ1 − λ2)

∫ b

a

w(x)y1(x)y2(x) dx = 0 (5)

由邊界條件 α1y(a) + α2y
′(a) = 0, 可得{

α1y1(a) + α2y
′
1(a) = 0

α1y2(a) + α2y
′
2(a) = 0

因 α1 、 α2 不全為 0 , 故由 Cramer’s rule 可知∣∣∣∣ y1(a) y′1(a)

y2(a) y′2(a)

∣∣∣∣ = y1(a)y′2(a) − y2(a)y′1(a) = 0

同理由 β1y(b) + β2y
′(b) = 0, 可得

y1(b)y
′
2(b) − y2(b)y

′
1(b) = 0

故

p(x){y′1(x)y2(x) − y′2(x)y1(x)}
∣∣∣b
a

= p(b){y′1(b)y2(b) − y′2(b)y1(b)}
−p(a){y′1(a)y2(a) − y′2(a)y1(a)}

= 0

代回 (5) 式可得

(λ1 − λ2)

∫ b

a

w(x)y1(x)y2(x) dx = 0

又 λ1 �= λ2 , 故 ∫ b

a

w(x)y1(x)y2(x) dx = 0

即 y1(x) 、 y2(x) 在 x ∈ (a , b) 中相對 w(x) 為正交 。

5. 討論週期型 Sturm-Liouville 邊界值問題 《清大動機》

d2y

dx2
+ λy(x) = 0 ; y(d) = y(d + 2�) , y′(d) = y′(d + 2�) , � > 0
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(3) y′′ + λy = 0 , y′(0) = y(�) = 0 , 對應的特徵函數集合為

{cos
πx

2�
, cos

3πx

2�
, · · · , cos

(2n− 1)πx

2�
, · · ·}

故該集合在區間 [0 , �] 上, 相對權函數 w(x) = 1 為一組完備正交集合 。

(4) y′′ + λy = 0 , y(0) = y′(�) = 0 , 對應的特徵函數集合為

{sin
πx

2�
, sin

3πx

2�
, · · · , sin

(2n− 1)πx

2�
, · · ·}

故該集合在區間 [0 , �] 上, 相對權函數 w(x) = 1 為一組完備正交集合 。

(5) y′′ + λy = 0 , y(d) = y(d + 2�) 、 y′(d) = y′(d + 2�), 對應的特徵函數集合為

{1 , cos
πx

�
, sin

πx

�
, · · · , cos

nπx

�
, sin

nπx

�
, · · ·}

故該集合在區間 [−� , �] 上, 相對權函數 w(x) = 1 為一組完備正交集合 。

(6) (1 − x2)
d2y

dx2
− 2x

dy

dx
+ n(n + 1)y(x) = 0 (|x| ≤ 1) , 對應的特徵函數集合為

{P0(x) , P1(x) , P2(x) , · · · , Pn(x) , · · ·}

故該集合在區間 [−1 , 1] 上, 相對權函數 w(x) = 1 為一組完備正交集合 。

(7) x2
d2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (λ2x2 − μ2)y(x) = 0 , 0 ≤ x ≤ ρ 、 y(ρ) = 0 , 對應的特徵函數

集合為

{Jμ(
α1x

ρ
) , Jμ(

α2x

ρ
) , · · · , Jμ(

αnx

ρ
) , · · ·}

故該集合在區間 [0 , ρ] 上, 相對權函數 w(x) = x 為一組完備正交集合 。

8.4.2 廣義 Fourier 級數

1. 定義 :

設 {φn(x)}∞n=1 為區間 [a , b] 相對權函數 w(x) 的完備正交函數集合 , 則定義於區

間 (a , b) 中的片段連續函數 f(x) 可展成

f(x) = c1φ1(x) + c2φ2(x) + · · · + cnφn(x) + · · · =
∞∑
n=1

cnφn(x) (8.4)

Administrator
矩形



730 喻超凡叢書 第 8 章 邊界值問題與廣義的 Fourier 級數

an =
< f(x) , cos(

nπx

�
) >

< cos(
nπx

�
) , cos(

nπx

�
) >

=

∫ �

0

f(x) cos(
nπx

�
) dx∫ �

0

cos2(
nπx

�
) dx

(n = 1 , 2 , 3 · · ·)

(3) Fourier 級數

因 {1 , cos(
nπx

�
) , sin(

nπx

�
)}∞n=1 , 為區間 [−� , �] 中相對權函數 w(x) = 1

的完備正交函數集合 , 若 f(x)為定義於區間 (−� , �) 中的片段連續函數 , 則

可展成

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

{an cos(
nπx

�
) + bn sin(

nπx

�
)}

其中

a0 =
< f(x) , 1 >

< 1 , 1 >
=

∫ �

−�

f(x) dx

∫ �

−�

12 dx

an =
< f(x) , cos(

nπx

�
) >

< cos(
nπx

�
) , cos(

nπx

�
) >

=

∫ �

−�

f(x) cos(
nπx

�
) dx∫ �

−�

cos2(
nπx

�
) dx

(n = 1 , 2 , 3 · · ·)

bn =
< f(x) , sin(

nπx

�
) >

< sin(
nπx

�
) , sin(

nπx

�
) >

=

∫ �

−�

f(x) sin(
nπx

�
) dx

∫ �

−�

sin2(
nπx

�
) dx

(n = 1 , 2 , 3 · · ·)

(4) Fourier-Legendre 級數

因 {Pn(x)}∞n=0 , 為區間 [−1 , 1] 中相對權函數 w(x) = 1 的完備正交函數集

合 , 若 f(x) 為定義於區間 (−1 , 1) 中的片段連續函數 , 則可展成

f(x) =
∞∑
n=0

cnPn(x)

其中

cn =
< f(x) , Pn(x) >

< Pn(x) , Pn(x) >
=

∫ 1

−1

f(x)Pn(x) dx∫ 1

−1

P 2
n(x) dx

(n = 0 , 1 , 2 · · ·)

Administrator
矩形



8.4 廣義 Fourier 級數 喻超凡叢書 751

若 EM 具有最小值 , 則

∂EM

∂αk
= −2 < f(x) , φk(x) > +2αk < φk(x) , φk(x) >= 0 (k = 1 , 2 , · · ·M)

故可得

αk =
< f(x) , φk(x) >

< φk(x) , φk(x) >
= ck (k = 1 , 2 , · · · M)

代回 EM 中可得

(EM )min =

∫ b

a

w(x) f2(x) dx−
M∑
n=1

c2n < φn(x) , φn(x) >

2. 設 L =
d

dx
{p(x)

d

dx
} + Q(x) , x ∈ [a , b] , 為 Self-adjoint , 且 w(x) 為權函數 ,

求

Ly(x) = ξw(x)y(x) + w(x)f(x) ; x ∈ [a , b]

《成大工科》

《解》 �
(a) 利用 Sturm–Liouville 邊界值問題找一組完備的正交集合 : 令

Ly(x) = −λw(x)y(x) ; x ∈ [a , b]

上式為 Sturm–Liouville 邊界值問題 , 設其特徵值為 λn 且對應的正交特徵

函數為 yn(x), 即

Lyn(x) = −λnw(x)yn(x) (1)

且 {yn(x)}∞n=1 為一組完備正交集合 。

(b) 因 {yn(x)}∞n=1 為一組完備正交集合, 故

Ly(x) = ξw(x)y(x) + w(x)f(x) ; x ∈ [a, b] (2)

方程式的解可令成

y(x) =
∞∑
n=1

cnyn(x) (3)

將 (3) 式代入 (2) 式中可得

L{
∞∑
n=1

cnyn(x)} = ξw(x)
∞∑
n=1

cnyn(x) + w(x)f(x)
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《解》 �
(1) sin t 週期為 2π, sin 3t 週期為

2π

3
, 故 3 sin t + 2 sin 3t 的週期為 2π 。

(2) sin 4t 週期為
π

2
, cos 7t 週期為

2π

7
, 故 2 + 5 sin 4t + 4 cos 7t 的週期為 2π 。

(3) sin 3t 週期為
2π

3
, cosπt 週期為 2, 故 2 sin 3t + 7 cosπt 不為週期函數 。

(4) cosπt 週期為 2, sin 2πt 週期為 1, 故 7 cosπt + 5 sin 2πt 的週期為 2 。

(5) sin(5t/2) 週期為
4π

5
, cos(6t/5) 週期為

5π

3
, sin(t/7 + 30o) 週期為 14π, 由

k1 × 4π

5
= k2 × 5π

3
= k3 × 14π (k1 , k2 , k3 ∈ N)

可得 k1 = 175 、 k2 = 84 、 k3 = 10,故 sin(5t/2)+3 cos(6t/5)+3 sin(t/7+30o)

的週期為 140π 。

3. In presentation of his paper in 1807 before the French Academy of Science, J.

B. J. Fourier claimed that any function f(x) whatever defined in the interval

(−π , π), no matter how capriciously, can be represented in that interval by

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

{an cosnx + bn sin nx}

unfortunately, Fourier’s paper was rejected for lack of rigor.

(1) Derive the Euler formulas for the Fourier coefficients an and bn.

(2) What condition is needed for validity of Fourier’s claim ?

(3) Give an example in which the Fourier coefficients do not exist.

《清大動機 、 交大機械》

《解》 �
(1) 因

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

{an cosnx + bn sin nx} (1)

對 (1) 式兩端取 1 的內積

< f(x) , 1 >=
a0
2

< 1 , 1 > +
∞∑
n=1

{
an < cosnx , 1 > +bn < sin nx , 1 >

}
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bn =
1

π

∫ 2π

0

x2 sin nx dx =
1

π
(−x2

n
cosnx +

2x

n2
sinnx +

2

n3
cosnx)

∣∣∣2π
0

= −4π

n

故

f(x) =
4π2

3
+

∞∑
n=1

{ 4

n2
cosnx− 4π

n
sinnx} (1)

(2) 令 x = 0 代回 (1) 式可得

4π2

3
+

∞∑
n=1

{ 4

n2
cos 0 − 4π

n
sin 0} =

1

2
{f(0−) + f(0+)} =

1

2
{(2π)2 + 0}

即
∞∑
n=1

4

n2
= 2π2 − 4π2

3

故
∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
(2)

(3) 令 x = π 代回 (1) 式可得

4π2

3
+

∞∑
n=1

{ 4

n2
cosnπ − 4π

n
sin nπ} =

1

2
{f(π−) + f(π+)} = f(π) = π2

即
∞∑
n=1

4(−1)n

n2
= π2 − 4π2

3
= −π2

3

故
∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
=

π2

12
(3)

(4) (2) 式 + (3) 式 , 可得

∞∑
n=1

1

n2
+

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2
=

π2

6
+

π2

12

可得
∞∑

n=1 , 3 , 5···

2

n2
=

π2

4

即
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=

π2

8

(5) 令 x =
π

2
代回 (1) 式中可得

4π2

3
+

∞∑
n=1

(
4

n2
cos

nπ

2
− 4π

n
sin

nπ

2
) = f(

π

2
) = (

π

2
)2 (4)

Administrator
矩形



9.1 Fourier 級數 喻超凡叢書 791

29. f(x) = x (−1 < x < 1), f(x) = f(x + 2). Find the phase angle form of the

Fourier series of the function. 《高科大自控》

《解》 � 因 f(x) 為週期2的奇函數, 故

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

{an cos(nπx) + bn sin(nπx)}

其中 a0 = 0 、 an = 0 , 且

bn = 2

∫ 1

0

x sin(nπx) dx = −2 cosnπ

nπ
=

−2(−1)n

nπ

故

f(x) =
∞∑
n=1

−2 cosnπ

nπ
sin(nπx) =

∞∑
n=1

An cos(nπx + θ)

上式稱為相角形式的 Fourier 級數, 其中

An =
√

a2n + b2n =

√
(−2 cosnπ

nπ
)2 =

2

nπ

θ = tan−1(− bn
an

) = tan−1(−
−2(−1)n

nπ
0

) = (−1)n tan−1(∞) = (−1)n
π

2

30. 設 f(x) 為週期 2� 的函數 , 則 f(x) 複數型式之 Fourier 級數為

f(x) =
∞∑

n=−∞
Cne

inπx
� 其中 Cn =

1

2�

∫ d+2�

d

f(x)e−inπx
� dx

《証》 � 因 f(x) 的 Fourier 級數為

f(x) = a0 +
∞∑
n=1

{an cos(
nπx

�
) + bn sin(

nπx

�
)} (1)

其中

a0 =
1

2�

∫ d+2�

d

f(x) dx
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31. Expand the periodic function 《台大土木》

f(t) =

{
1 ; 0 < t < 1

−1 ; 1 < t < 2

with period 2 in a Fourier series in complex form.

《解》 � 因

f(t) =

{
1 ; 0 < t < 1

−1 ; 1 < t < 2
; f(t) = f(t + 2)

故 f(t) 為週期為 2 的奇函數 , 令

f(t) =
∞∑

n=−∞
Cne

inπt

其中

Cn =
1

2

∫ 1

−1

f(t)e−inπtdt =
1

2

∫ 1

−1

f(t){cos(nπt) − i sin(nπt)} dt

=
1

2
· 2

∫ 1

0

f(t){−i sin(nπt)} dt = i

∫ 1

0

− sin(nπt) dt

=
i

nπ
cos(nπt)

∣∣∣1
0

=
i

nπ
(cosnπ − 1) (n �= 0)

C0 =
1

2

∫ 1

−1

f(t) dt = 0

32. Find the complex Fourier series of f(x) = ex if −π < x < π and

f(x + 2π) = f(x) and obtain from it the usual Fourier series. 《交大機械》

《解》 � 令 f(x) =
∞∑

n=−∞
Cne

inx , 且

Cn =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx =
1

2π

∫ π

−π

exe−inx dx
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(3) 因 u(t) =
1

2
z(t) +

1

2
y(t) , 故

U(w) = F{u(t)} =
1

2
F{z(t)} +

1

2
F{y(t)} =

1

2
2πδ(w) +

1

2

2

jw

因此

U(w) = F{u(t)} = πδ(w) +
1

jw

15. 求下列各函數的 Fourier 轉換 。

(1) f(t) = e−at2 (a > 0) 。

(2) g(t) = t e−at2 (a > 0) 。

(3) h(t) = t2 e−t2/2 。 《成大機械 、 中山材料 、 交大機械》

《解》 �
(1)

F{f(t)} =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iwt dt =

∫ ∞

−∞
e−at2e−iwt dt

=

∫ ∞

−∞
e−(at2+iwt) dt =

∫ ∞

−∞
e−a{t2+ iw

a
t+( iw

2a
)2}−(w

2

4a
) dt

= e−
w2

4a

∫ ∞

−∞
e−a(t+ iw

2a
)2 dt

= e−
w2

4a ·
√

π

a
(a > 0)

( 因為

∫ ∞

−∞
e−at2dt =

√
π

a
)

(2) 因

F{f(t)} = F{e−a t2} =

√
π

a
· e−w2

4a

故

F{g(t)} = F{t e−a t2} = i
d

dw
{
√

π

a
· e−w2

4a } = −i

√
π

a
· w

2a
· e−w2

4a

(3) 因

F{e−a t2} =

√
π

a
· e−w2

4a (1)
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對 (1) 兩端取 a 的微分 , 可得

F{−t2 e−at2} = −1

2
·
√
π

a
3
2

e−
w2

4a +

√
π

a
e−

w2

4a · (
w2

4a2
)

故

F{t2 e−at2} =
1

2
·
√
π

a
3
2

e−
w2

4a −
√

π

a
e−

w2

4a · (
w2

4a2
)

令 a =
1

2
代入上式可得

F{t2 e−t2/2} =
√

2π e−
w2

2 (1 − w2)

16. The comb function d(t) is defined by d(t) =
∞∑

k=−∞
δ(t− kT )

where δ(t) is the Dirac delta function, and T is the period of d(t).

(1) Sketch the function d(t).

(2) Find the complex Fourier series of d(t).

(3) Find the Fourier transform of d(t). 《台大機械 、 台大應研》

《提示》 � 週期函數 f(t) 的 Fourier 轉換的求法 :

1. 先求函數 f(t) 的複數型 Fourier 級數 。

2. 再對函數 f(t) 的複數型 Fourier 級數做 Fourier 轉換 。

《解》 �
(1)

d(t)

δ(t + 2T ) δ(t + T ) δ(t) δ(t− T ) δ(t− 2T )

t−2T −T T 2T

(2) 令 d(t) 複數型的 Fourier 級數為

d(t) =
∞∑

n=−∞
Cne

i 2nπt
T
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其中

Cn =
1

T

∫ T
2

−T
2

d(t)e−i 2nπt
T dt =

1

T

∫ T
2

−T
2

δ(t)e−i 2nπt
T dt =

1

T

故

d(t) =
∞∑

n=−∞
Cne

i 2nπt
T =

∞∑
n=−∞

1

T
ei

2nπt
T

(3) F{d(t)} =
∞∑

n=−∞
1

T
F{ei 2nπt

T } =
2π

T

∞∑
n=−∞

δ(w − 2nπ

T
)

17. Let f(x) =

{
1 ; 0 < x < 1

0 ; 1 < x < 2
, f(x + 2) = f(x). Please find the Fourier

integral of f(x). 《台大機械》

《提示》 � 求週期函數 f(x) 的 Fourier 積分 , 必須先求 f(x) 的 Fourier 轉換 。

《解》 � 首先將 f(x) 展成複數型 Fourier 級數 , 令

f(x) =
∞∑

n=−∞
Cne

inπx

其中

Cn =
1

2

∫ 2

0

f(x)e−inπxdx =
1

2

∫ 1

0

e−inπxdx =
1 − e−inπ

2inπ
; (n �= 0)

C0 =
1

2

∫ 2

0

f(x) dx =
1

2

故

F (w) = F{f(x)} =
∞∑

n=−∞
CnF{einπx} =

∞∑
n=−∞

2πCnδ(w − nπ)

其中 δ(x) 為 Dirac delta 函數 , 故 f(x) 的 Fourier 積分為

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F (w)eiwx dw =

∫ ∞

−∞
{

∞∑
n=−∞

Cnδ(w − nπ)}eiwx dw

18. f(x) 為週期 2π 的函數 , 且定義如下

f(x) =

{
sin x ; 0 < x < π

0 ; −π < x < 0

試求 f(x) 之 Fourier 積分 。 《交大機械 、 成大土木》
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